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1 Общая характеристика работы

Актуальность работы и современное состояние работ по
тематике исследования
Устройства спинтроники и магнитной наноэлектроники рассматриваются как
один из вариантов новой элементной базы, способной лечь в основу нового
поколения систем для получения (различные виды детекторов), хранения
и обработки информации, включая аппаратные решения для комбинатор-
ной оптимизации, создания нейросетей и квантовых компьютеров1. В насто-
ящий момент до промышленного применения доведена магниторезистивная
память, обладающая исключительно высокой надежностью хранения инфор-
мации.

Еще одним важным потенциальным применением устройств спинтрони-
ки является создание компактных источников и детекторов терагерцового
излучения2,3.

Устройства спинтроники, как правило, представляют из себя массивы
многослойных столбиков, состоящих из различных, как магнитных, так и
немагнитных, материалов. Создание таких устройств требует проведения ко-
лоссального объема расчетов для выбора конструкционных материалов, оп-
тимизации геометрии и режимов работы устройства. Особенностью таких
устройств является работа в импульсном режиме, сопровождаемая резкими
изменениямии внешнего поля и (в случае термоассистированной магниторе-
зистивной памяти) температуры, что требует разработки специальных мате-
матических моделей.

Существуют различные модели магнетиков.
Квантомеханические модели магнетизма можно разделить на две группы.

Одним предельным случаем является модель Гейзенберга, рассматривающая
магнитные моменты электронов локализованных на атомах, в узлах кристал-
лической решетки диэлектриков. Такие модели могут служить основой для
вывода уравнений сплошной среды4. Другим предельным случаем является
модель Стонера, рассматривающая магнетизм коллективизированных элек-
тронов в зоне проводимости металлов. Модель спиновых флуктуаций объеди-
няет эти подходы и позволяет получить ряд важных численных результатов5.
Интересно, что модели Гейзенберга и зонного магнетизма приводят в итоге к
одним и тем же макроскопическим законам магнетизма Кюри–Вейсса.

1M. Schneider, T. Brächer, D. Breitbach, and et al. Bose–Einstein Condensation of Quasiparticles by Rapid
Cooling. Nat. Nanotechnol., 15:457–461, 2020.

2Лахно В.Д. Усиление спиновых волн в магнитных кристаллах. УФН, 166(7):717–742, 1996.
3Диэлектрическая магноника — от гигагерцев к терагерцам / С.А. Никитов, А.Р. Сафин, Д.В. Калябин

и др. УФН, 190(10):1009–1040, 2020.
4P.A. Andreev and M.I. Trukhanova. Quantum Hydrodynamic Representation of the Exchange Interaction

in the Theory of Description of Magnetically Ordered Media. Moscow Univ. Phys., 78:445–452, 2023.
5Melnikov Nikolai B., Reser Boris I. Dynamic Spin Fluctuation Theory of Metallic Magnetism. Springer,

2018. P.287.
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Квантомеханические модели, как правило, обладают неприемлемо высо-
кой вычислительной сложностью и испытывают трудности с учетом влияния
температуры и диссипации при описании нестационарных процессов (эво-
люции системы). Распределение Гиббса позволяет описать стационарное
состояние системы с учетом влияния температуры и диссипации, но не поз-
воляет однозначно получить уравнения эволюции системы и описать неста-
ционарный процесс в результате которого такое состояние может быть до-
стигнуто.

Модель атомистической спиновой динамики (ASD, или атомистическая
модель классического магнетика Гейзенберга)6 описывает магнетик как со-
вокупность классических магнитных моментов атомов (трехмерных векто-
ров единичной длины), расположенных в узлах кристаллической решетки,
связанных обменным взаимодействием и находящихся под влиянием темпе-
ратурных флуктуаций. В некоторых случаях такое описание считается при-
менимым даже для сравнительно коротких атомных цепочек7. ASD является
аналогом классической молекулярной динамики (но для намагниченности) и
представляет большой интерес с точки зрения статистической физики, в том
числе как основа для построения моделей сплошной среды. ASD является
наиболее общей динамической моделью, допускающей проведение некото-
рых прикладных расчетов, поскольку явно учитывает различные магнитные
взаимодействия, влияние темературы, тип и дефекты кристаллической ре-
шетки. Основным недостатком, ограничивающим применение ASD, является
высокая вычислительная сложность8 — 106 атомов отвечает кубу со сторо-
ной порядка 30 нм, в то время как характерный поперечный размер одной
ячейки магниторезистивной памяти составляет более 100 нм. Определенные
физические недостатки этой модели, связанные главным образом с рассмот-
рением квантовых явлений магнетизма с классической точки зрения, удается
отчасти преодолеть при помощи подхода предложеного Woo с соавторами9.

Модели физической кинетики, основанные на уравнениях Фоккера–Планка
(УФП)10, за счет высокой вычислительной сложности непосредственно при-
меняются достаточно ограниченно (как правило, для описания суперпара-
магнетиков — систем невзаимодействующих монодоменных ферромагнитных
микрочастиц), но являются ключевым промежуточным шагом для перехода
к микромагнитным моделям сплошной среды. Переход от ASD к УФП, а не
к уравнению Лиувилля, обусловлен тем, что ASD исходно содержит дисси-
пацию и источник Ланжевена. Надо отметить, что при построении кинети-

6Olle Eriksson, Anders Bergman, Lars Bergqvist, and Johan Hellsvik. Atomistic Spin Dynamics: Foundations
and Applications. Oxford University Press, 2017.

7Формирование и свойства металлических атомных цепочек и проводов / А.Г. Сыромятников, С.В.
Колесников, А.М. Салецкий, А.Л. Клавсюк. УФН, 191:705–737, 2021.

8Richard F.L. Evans, Weijia J. Fan, Phanwadee Chureemart, Thomas A. Ostler, Matthew O.A. Ellis, and
Roy W. Chantrell. Atomistic Spin Model Simulations of Magnetic Nanomaterials. Journal of Physics: Condensed
Matter, 26(10):103202, 2014.

9Quantum heat bath for spin–lattice dynamics / C.H. Woo, Haohua Wen, A.A. Semenov et al. Phys. Rev.
B., 91:104306, 2015.

10W. Brown. Thermal Fluctuations of a Single–Domain Particle. Phys. Rev., 130(5):1677–1686, 1963.
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ческих моделей зачастую неявно используется предположение о релаксации
системы к равновесному распределению Гиббса. Для магнетиков в общем
случае это не доказано, более того, есть постановки, где тип итогового рав-
новесного распределения задается начальными условиями11, но для рассмат-
риваемой системы таких ситуаций не наблюдалось.

Самыми распространенными математическими моделями для описания
магнетиков являются микромагнитные модели, основанные на уравнении Лан-
дау–Лифшица (Гильберта) и построенные в приближении сплошной среды12,13,14.
В рамках таких моделей намагниченность образца рассматривается как непре-
рывное, гладко меняющееся векторное поле ⟨m⟩ (r, t), зависящее от коорди-
нат и времени. Исходно уравнение Ландау–Лифшица было получено из об-
щих соображений без обращения к ASD и не учитывало изменение модуля
плотности намагниченности за счет температуры и внешних полей. Такой
подход вполне применим для решения широкого ряда прикладных задач, но
тем не менее создание новых устройств спинтроники требует учета влияния
температуры и внешних полей на модуль плотности намагниченности.

Наиболее общей традиционной микромагнитной моделью, учитывающей
изменение модуля плотности намагниченности под влиянием меняющихся
температуры и внешних полей, является модель, основанная на уравнении
Ландау–Лифшица–Блоха (LLB)15,16,17. LLB выведено из ASD через УФП и
цепочку Боголюбова в приближении среднего поля. Приближение среднего
поля было впервые введено Кюри и Вейссом для описания ферромагнетиз-
ма и хорошо работает для описания коллективных (например кулоновских)
взаимодействий. Главным недостатком приближения среднего поля является
отбрасывание парных корреляций. В антиферро-, ферри- и ферромагнетиках
основной вклад в энергию связан с сильным локальным (порядка межатом-
ного расстояния) обменным взаимодействием, что приводит к возникновению
сильных корреляций (ближнего упорядочения) между ближайшими соседя-
ми даже в парамагнитной фазе при высоких температурах. Таким образом,
для магнетиков приближение среднего поля приводит к возникновению ряда
серьезных проблем — сдвигу критической температуры, неверным значени-
ям обменной энергии и неверному описанию процессов релаксации. Все эти

11Ф.С. Джепаров. Эргодическая теорема для для подсистемы примесных спинов в парамагнетике.
ЖЭТФ, 116(4):1398–1418, 1999.

12Arne Vansteenkiste, Jonathan Leliaert, Mykola Dvornik, Mathias Helsen, Felipe Garcia- Sanchez, and Bartel
Van Waeyenberge. The Design and Verification of MuMax3. AIP Advances, 4(10), 2014.

13Jonas J. Joos, Pedram Bassirian, Pieter Gypens, Jeroen Mulkers, Kai Litzius, Bartel Van Waeyenberge, and
Jonathan Leliaert. Tutorial: Simulating Modern Magnetic Material Systems in MuMax3. Journal of Applied
Physics, 134(17), 2023.

14Lei Yang, Jingrun Chen, and Guanghui Hu. A Framework of the Finite Element Solution of the Landau–
Lifshitz–Gilbert Equation on Tetrahedral Meshes. Journal of Computational Physics, 431:110142, 2021.

15D.A. Garanin. Fokker–Planck and Landau–Lifshitz–Bloch Equations for Classical Ferromagnets. Phys. Rev.
B, 55:3050, 1997.

16U. Atxitia, D. Hinzke, and U. Nowak. Fundamentals and Applications of the Landau–Lifshitz–Bloch
equation. Journal of Physics D: Applied Physics, 50(3):033003, 2017.

17O. Chubykalo–Fesenko and P. Nieves. Landau–Lifshitz–Bloch Approach for Magnetization Dynamics Close
to Phase Transition. Springer, 2018.
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недостатки присущи и уравнению LLB.
Следует особо отметить, что приближение среднего поля лежит в основе

многих современных физико-математических моделей. Возможность замены
приближения среднего поля на приближение, корректно учитывающее пар-
ные корреляции, представляет большой интерес с фундаментальной точки
зрения, но построение такого приближения в каждом конкретном случае яв-
ляется крайне сложной задачей.

Таким образом, в настоящий момент не существует общепринятой матема-
тической модели, способной корректно, с приемлемой (для проектирования
устройств спинтроники) вычислительной сложностью описывать динамику
магнетика с учетом влияния быстро изменяющихся температуры и внешних
полей. Подобное описание требует учета корреляций между ближайшими со-
седями, что легко обеспечивается в рамках атомистического подхода — но
при этом вычислительная сложность оказывается слишком высокой. Прием-
лемую вычислительную сложность обеспечивают микромагнитные модели,
но лежащее в их основе приближение среднего поля не позволяет учитывать
корреляции, что в свою очередь приводит ко множеству артефактов.

Научная проблема
Научной проблемой, на решение которой направлена работа, является разра-
ботка математических моделей, вычислительных методов и комплексов про-
грамм для описания магнетиков с учетом влияния температуры и быстро
меняющихся внешних полей. Задача рассматривается комплексно — на ато-
мистическом, кинетическом и микромагнитном уровнях описания, при этом
на каждом уровне описания особое внимание уделяется учету корреляций
между ближайшими соседями.

В исходной постановке учитываются основные виды магнитных взаимо-
действий — обменное, диполь-дипольное, кристаллическая анизотропия и внеш-
нее поле. На атомистическом уровне описания явно задается вид кристалли-
ческой решетки. Непосредственно рассмотрены примитивная, объемноцен-
трированная и гранецентрированная решетки, но результаты могут быть обоб-
щены и на другие виды решеток. Основной упор сделан на описание ферро-
магнетиков, для антиферро- и ферримагнетиков намечен только общий вид
математической модели.

Созданные вычислительные алгоритмы и комплексы программ, кроме
традионного внимания к производительности, ориентированы на диагности-
ку, выявляющую последствия учета корреляций между ближайшими сосе-
дями и нахождение соответствующих закономерностей в большом массиве
результатов вычислительных экспериментов.
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Цели и задачи исследования
Целью работы является развитие иерархии математических моделей, разра-
ботка вычислительных методов и комплексов программ для описания магне-
тиков с различными кристаллическими решетками, находящихся под влия-
нием быстро меняющихся температуры и внешнего поля.

Достижение поставленной цели должно позволить корректно описывать
неравновесные процессы в магнетиках и вывести моделирование устройств
спинтроники и магнитной наноэлектроники на качественно новый уровень.

Для достижения поставленной цели в работе решены следующие задачи.
1. На основе вычислительного эксперимента построена новая аппроксима-

ция двухчастичной функции распределения, учитывающая корреляции
между ближайшими соседями, и разработана новая математическая мо-
дель корреляционной магнитодинамики (CMD).

2. Получены определяющие соотношения для CMD на основе анализа боль-
шого объема результатов вычислительных экспериментов в рамках ато-
мистической и кинетической моделей.

3. Разработан комплекс вычислительных методов и алгоритмов для про-
ведения вычислительных экспериментов на атомистическом, кинетиче-
ском и микромагнитном уровнях описания магнетика.

4. Разработанные методы и алгоритмы реализованы в виде программных
комплексов, проведены расчеты по валидации построенной модели CMD
путем сравнения ее результатов с результатами атомистического моде-
лирования.

Научная новизна
Следующие результаты работы обладают существенной научной новизной:

• построена аппроксимация двухчастичной функции распределения, учи-
тывающая корреляции между ближайшими соседями;

• построена новая микромагнитная математическая модель корреляцион-
ной магнитодинамики (CMD), состоящая из уравнения типа Ландау–
Лифшица–Блоха на плотность намагниченности (параметр дальнего по-
рядка) и уравнения на уровень парных корреляций (параметр ближнего
порядка);

• построены аналитические аппроксимации интегральных коэффициентов
CMD для примитивной, объемноцентрированной и гранецентрированной
кристаллических решеток, что эквивалентно заданию определяющих со-
отношений для магнетика;

• разработан алгоритм прямого расчета статической суммы магнетика, ос-
нованный на аналитической аппроксимации интеграла по одному из маг-
нитных моментов, что сводит задачу к исключению узлов из взвешен-
ного графа связей в кристаллической решетке с перестройкой связей
между оставшимися узлами;
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• разработан алгоритм расчета энтропии магнетика, основанный на ли-
нейной комбинации энтропий одно- и двухчастичной функций распреде-
ления;

• разработан модицифированный термодинамически обусловленный ме-
тод Рунге–Кутта четвертого порядка для атомистической модели маг-
нетика;

• созданы комплексы программ для моделирования магнетика в атомисти-
ческом приближении и для расчета интегральных коэффициентов CMD.

Теоретическая и практическая значимость работы
Разработан комплекс средств математического моделирования (математиче-
ские модели, вычислительные методы, алгоритмы и программы) для решения
крупной научно-прикладной проблемы — описания магнетиков с учетом вли-
яния быстро меняющихся температуры и внешних полей. Результаты работы
дают основу для разработки новых средств моделирования, предназначенных
для создания новых устройств спинтроники и магнитной наноэлектроники,
способных выступать в качестве элементной базы для вычислительной тех-
ники нового поколения, а также для создания источников и приемников те-
рагерцового излучения.

С теоретической точки зрения построена новая аппроксимация двухча-
стичной функции распределения, учитывающая корреляции между ближай-
шими соседями (что позволило отказаться от приближения среднего поля), и
создана новая микромагнитная математическая модель магнетика, опериру-
ющая дальним и ближним параметрами порядка; построен новый алгоритм
вычисления энтропии магнетика. Эти теоретические результаты получены на
основе анализа большого объема вычислительных экспериментов и не имеют
вполне строгого обоснования, но тем не менее являются достаточно точными,
имеют большое значение для статистической физики и могут быть обобщены
на другие физические системы.

Методология и методы исследования
Для решения поставленных в реботе задач использованы методы вычисли-
тельной математики (в частности методы решения обыкновенных и стохасти-
ческих дифференциальных уравнений, методы интерполяции, оптимизации и
численного интегрирования), статистической физики (цепочка Боголюбова)
и термодинамики.

Достоверность результатов
Достоверность результатов исследования обеспечена применением современ-
ных обоснованных представлений магнетизма, статистической физики и ме-
тодов вычислительной математики.
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Особое внимание уделялось валидации новой построенной микромагнит-
ной модели путем всестороннего сравнения с общепринятой атомистической
моделью классического магнетика Гейзенберга. Корректность расчетов в рам-
ках атомистичекой модели классического магнетика Гейзенберга проверялась
путем сравнения с аналитическими решениями на широком наборе тестовых
задач.

Положения, выносимые на защиту
На защиту выносятся следующие положения.

1. Построена новая математическая модель магнетика на основе системы
уравнений корреляционной магнитодинамики (CMD), учитывающая пар-
ные корреляции.

2. Модель CMD оперирует с расширенным фазовым пространством, явно
учитывает параметр ближнего порядка и тип кристаллической решетки,
обеспечивает хорошее согласие с результатами атомистического моде-
лирования в широком диапазоне параметров в различных постановках,
устраняет недостатки моделей в приближении среднего поля.

3. Разработана термодинамически обусловленная модификация метода Рун-
ге–Кутта 4-го порядка для решения системы из 105÷9 уравнений атомной
спиновой динамики (ASD).

4. Разработаны новые методы расчета коэффициентов CMD (определяю-
щих соотношений) на основе вида многочастичных функций распреде-
ления и на основе анализа результатов вычислительных экспериментов
в рамках ASD модели. Для трех кристаллических решеток получены
компактные аналитические выражения для коэффициентов CMD, при-
годные для решения прикладных задач.

5. Разработаны новые численные методы расчета статистической суммы и
энтропии классического магнетика Гейзенберга.

6. Созданы программные комплексы StatASD и CMDlib для моделирова-
ния магнетиков в атомистическом и микромагнитном приближениях.

Соответствие работы паспорту специальности
Целью диссертационной работы являются разработка математических моде-
лей, вычислительных алгоритмов и их программная реализация, что вносит
вклад в следующие области исследований, перечисленные в паспорте специ-
альности 1.2.2 «Математическое моделирование, численные методы и ком-
плексы программ»:

• разработка новых математических методов моделирования объектов и
явлений;

• реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде ком-
плексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис-
лительного эксперимента;
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• комплексные исследования научных и технических проблем с примене-
нием современной технологии математического моделирования и вычис-
лительного эксперимента.

Апробация работы
Результаты диссертационного исследования докладывались на следующих
мероприятиях.

• Заседание секции «Магнетизм» Научного Совета РАН по физике кон-
денсированных сред — 4–5 декабря 2025.

• Семинары ИПМ им. М.В. Келдыша:
– «Математическая физика» им. М.В. Масленникова — 2024;
– «Будущее прикладной математики» — 2025;
– «Вычислительные методы и мат.моделирование» им. Ю.П. Попова —

17.03.2025 и 19.05.2025.
• Семинар «Новые спинтронные технологии» (Сколково) — 2025.
• Семинар Курчатовского института «Физика твердого тела и радиацион-

ное материаловедение» (2025).
• Семинар лаборатории нейтронной физики ИТЭФ — 2023, 2024, 2025.
• Семинар ИРЭ им. Котельникова «Проблемы магнитного резонанса» —

2022, 2024.
• Семинар кафедры квантовой статистики и теории поля Физического фа-

культета МГУ им. М.В. Ломоносова — 2024.
• Конференция Russian Supercomputing Days — 2021.
• Конференция Computer Simulations in Physics and beyond CSP — 2020.
• International conference on metamaterials and nanophotonics METANANO —

2020.
• Spin Waves International Symposium — 2018.
• Конференция «Проблемы разработки перспективных микро- и наноэлек-

тронных систем» MES — 2016.

Публикации
Всего по теме диссертации опубликовано 35 работ и получено 4 свидетельства
о государственной регистрации программы для ЭВМ. Из них в изданиях,
входящих в список ВАК по специальности 1.2.2 — 26, без соавторов — 12, в
том числе:

• статей в журналах:
– «Письма в ЖЭТФ» — 1 [1],
– Lobachevskii J. Math. — 1 [2],
– «Математическое моделирование» — 6 [3–8],
– «Российские нанотехнологиии» — 2 [9,10],
– «Научная визуализация» — 1 [11],
– специальных выпусков по итогам конференций — 5 [12–16],
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• Препринтов ИПМ — 19 [17–35],
• свидетельств о государственной регистрации программы для ЭВМ — 4

[36–39].

Личный вклад соискателя
Все представленные в работе и выносимые на защиту результаты получе-
ны лично автором, под его руководством или при его непосредственном уча-
стии. Общая концепция работы, ее структура, уровень понимания рассматри-
ваемых в ней проблем, основные результаты и выводы работы, положения,
выносимые на защиту, отражают творческий вклад автора.

Переход от ASD модели к УФП (в том числе для xy модели, а так же
введение дифференциальных операторов на поверхности сферы, проведены
С.А. Хилковым в его диссертационной работе защищенной под руководством
автора.

В совместных публикациях по теме диссертации [9, 36] вклад автора со-
стоит в создании магнитной части вычислительного ядра программного ком-
плекса «Macrospin» и проведении серий расчетов для устройств термоасси-
стированной магниторезистивной памяти (TMRAM). В публикациях [10, 37]
вклад автора состоит в создании значительного фрагмента магнитной части
вычислительного ядра программного комплекса «Automagic» и расчете фа-
зовых диаграмм переключения TMRAM. Остальные совместные публикации
по теме диссертации сделаны в соавторстве с дипломниками и аспирантами
автора, личный вклад автора состоит в определении направления исследова-
ния, постановке и решении конкретных задач, включая построение математи-
ческих моделей и разработку вычислительных алгоритмов, программную ре-
ализацию, постановку и определение целей вычислительных экспериментов,
проведение расчетов и анализ результатов. Во всех случаях когда некоторая
часть выкладок или программная реализация были выполнены дипломником
или аспирантом самостоятельно, это отдельно отмечено в тексте диссертации.

Благодарности

Автор искренне благодарен своим Учителям, в том числе Ю.С. Сигову ,
Ю.Л. Климонтовичу , А.В. Дмитриеву, Г.И. Змиевской и В.Д. Левченко за
привитую страсть к физической кинетике, статистической физике и приклад-
ной математике; А.И. Морозову и А.Ф. Попкову за знакомство с миром
магнетизма. Основная идея данной работы о необходимости учета парных
корреляций возникла в активных дискуссиях с Г.И. Змиевской в конце 2000-х
годов. Далее эта идея была развита в работах со студентами, ставшими в
итоге аспирантами и коллегами, С.А. Хилковым, Е.В. Зипуновой, А.В. Лу-
кьяновым и С.В. Замятиным. Отдельно хотелось бы поблагодарить коллег
В.Д. Левченко, Е.Б. Савенкова и Ф.С. Джепарова за поддержку и многочис-
ленные обсуждения различных аспектов данной работы.
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2 Содержание работы
Работа состоит из введения, шести глав и заключения.

Во введении описывается общая проблематика работы с прикладной и
теоретической точек зрения, обосновывается актуальность работы, излагает-
ся актуальное состояние работ по тематике. Формулируются цели и задачи
исследования, выносимые на защиту положения, обосновывается их научная
новизна и значимость. Указываются сведения об апробации работы и публи-
кации результатов исследования.

В первой главе описаны математические модели классического магне-
тика Гейзенберга в атомистическом (ASD), кинетическом и микромагнитном
приближениях. Приведен вывод уравнений Ландау–Лифшица–Блоха (LLB)
и корреляционной магнитодинамики (CMD) на основе цепочки Боголюбова.

Модель ASD описывает эволюцию магнитных моментов отдельных ато-
мов при помощи системы стохастических дифференциальных уравнений Лан-
дау–Лифшица:

ṁi = − γ
[
mi ×Heff

i

]︸ ︷︷ ︸
прецессия

−αγ
[
mi ×

[
mi ×Heff

i

]]︸ ︷︷ ︸
диссипация

+
√
2αγT

[
mi × ξi(t)

]︸ ︷︷ ︸
случайный источник

,

Heff
i = −∇mi

W = Hexch
i +Han

i +Hext +Hdip
i ; (1)

W exch = −1

2

∑
i,j

Jij
(
mi ·mj

)
, Hexch

i =
∑
j

Jijmj,

W an = −K
∑
i

(
nK ·mi

)2
, Han

i = 2KnK

(
nK ·mi

)
,

Hdip
i =

∑
j

3
(
mj · rij

)
rij −mjr

2
ij

r5ij
, rij = ri − rj,

где γ — гиромагнитное соотношение; α ≪ 1 — параметр затухания; Heff —
эффективное магнитное поле, W — полная энергия системы, состоящая из
обменной энергии W exch, энергии анизотропии W an и энергии взаимодей-
ствия с внешним полем W ext; T — температура системы в единицах энер-
гии, ξi(t) — попарно независимые случайные векторы, составленные из δ-
коррелированных случайных источников с нормальным распределением, еди-
ничной дисперсией и нулевым математическим ожиданием; ∇mi — опера-
тор ∇ по магнитному моменту mi; Hexch — поле обменного взаимодействия,
Jij — обменный интеграл (как правило, отличен от нуля только для ближай-
ших соседей); Han — поле анизотропии типа легкая ось или легкая плоскость,
K — параметр анизотропии, nK — направление оси анизотропии, ∥nK∥ = 1,
Hdip — поле диполь-дипольного (магнитостатического) взаимодействия, ri —
координаты атомов.
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Правая часть (1) состоит из прецессии (консервативная часть, не меняю-
щая энергии системы), диссипации и случайного источника, описывающего
влияние температурных флуктуаций со стороны кристалличеcкой решетки.
Надо отметить, что (1) сохраняют модули магнитных моментов ∥mi∥. Об-
щее число уравнений при моделировании зависит от конкретной постановки
задачи и составляет, как правило, 105÷7, в отдельных случаях до 109.

Следующим уровнем описания является кинетические модели.
Введем обозначение[

•Hi, D•
]
i
f ≡ γ div◦i

[
mi ×

(
Hi + α

[
mi ×

(
Hi −D grad◦i

)])
f
]
,

div◦g = ∇m

[
g − m(m · g)

m2

]
, grad◦ = ∇m − m(m · ∇m)

m2
,

где div◦ — дивергенция на поверхности сферы, grad◦ — градиент вдоль по-
верхности сферы, Hi — некоторое эффективное поле, D — коэффициент диф-
фузии в пространстве магнитных моментов, f = = f(...,mi, ...) — функция
распределения магнитных моментов.

Пусть f (N)(m1, ...mN , t) — N -частичная функция распределения маг-
нитных моментов, тогда от (1) с учетом температурных флуктуаций мож-
но достаточно строго перейти к N -частичному уравнению Фоккера–Планка
(УФП):

∂f (N)

∂t
=

N∑
i=1

[
•Heff

i , T•
]
i
f (N). (2)

Переход к УФП вместо традиционного уравнения Лиувилля обусловлен тем,
что исходная система (1) уже содержит диссипацию и случайные источники.

Вводя одно- и двухчастичные функции распределения fi, f
(2)
ij

f
(2)
ij =

∫
· · ·
∫

S2 ... S2

f (N) dm1,... i−1, i+1,... j−1,j+1,... N , fi =

∫
S2

f
(2)
ij dmj,

(здесь под ∫
S2

dm понимается интегрирование по сфере единичного радиуса) и

замыкая цепочку Боголюбова приближением среднего поля f
(2)
ij ≈ fifj, после

ряда преобразований приходим к УФП в приближении сплошной среды:

∂f(m, r, t)

∂t
=
[
•HL + nbJ ⟨m⟩+Han, T•

]
f, (3)

HL = a2J∆r ⟨m⟩+H
dip

+Hext,

где в HL сгруппированы члены, обеспечивающие взаимодействие на масшта-
бах больших, чем размер физически бесконечно малого объема. Cлагаемое
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с ∆r отвечает за обменное взаимодействие на масштабах больше физически
бесконечного малого объема в случае пространственно-неоднородного рас-
пределения ⟨m⟩ (r) и приводит к возникновению спиновых волн. Слагаемое
nbJ ⟨m⟩ отвечает за обменное взаимодействие внутри физически бесконечно
малого объема, возникновение спонтанной намагниченности и фазовый пере-
ход ферромагнетик–парамагнетик. Усредненное поле диполь-дипольного вза-
имодействия H

dip
i выражается через интеграл по объему и линейно зависит

от ⟨m⟩.
На микромагнитном уровне описания рассматривается эволюция плотно-

сти намагниченности ⟨m⟩ (r). Умножая (3) на m и интегрируя по dm, полу-
чаем уравнение Ландау–Лифшица–Блоха (LLB):

˙⟨m⟩ = −γ
[
⟨m⟩ ×HL

]
+ 2γK

(
Φ+ αΘ

)
+

+ αγ Ξ̂ ·
(
HL + nbεGJ ⟨m⟩

)
− 2αγT ⟨m⟩ , (4)

Φ = −
〈
m× nK

(
m · nK

)〉
, Ξ̂ =

〈
Î −m⊗m

〉
,

Θ = −
〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
,

где ⊗ — символ тензорного произведения, Î — единичная матрица, εG ≈ 0.8 —
множитель, введенный для учета флуктуаций среднего поля и обеспечиваю-
щий получение правильной критической температуры. Для вычисления ин-
тегральных коэффициентов Φ, Θ, Ξ̂, зависящих от старших моментов одно-
частичной функции распределения, необходимо аппроксимировать f(m, r, t),
например как

f ≈ ep·m

Z(p)
, Z(p) =

∫
S2

ep·m dm = 4π
sh p

p
, (5)

где p = p(r, t) — параметр аппроксимации, p ∥ ⟨m⟩, ∥⟨m⟩∥ = ⟨m⟩, ⟨m⟩ =
cth p − 1/p ≡ L(p), L — функция Ланжевена. В равновесном случае урав-
нение LLB (4) эквивалентно теории Кюри–Вейсса с точностью до ошибок
аппроксимации (5).

После ряда преобразований и некоторых дополнительных предположений
уравнение (4) может быть приведено к общепринятому виду18:

γ−1 ˙⟨m⟩(r, t) = −
[
⟨m⟩×HLLB

]
+α∥

(
⟨m⟩ ·HLLB

)
⟨m⟩

⟨m⟩2
−α⊥

[
⟨m⟩ ×

[
⟨m⟩ ×HLLB

]]
⟨m⟩2

,

где α∥ и α⊥ — продольный и поперечный коэффициенты релаксации, HLLB —
18Atxitia U., Hinzke D., Nowak U. Fundamentals and Applications of the Landau–Lifshitz–Bloch Equation

// Journal of Physics D: Applied Physics, Vol.50, no.3, P.033003, 2017.
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одночастичная f (1)(φ) f
(2)
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Рис. 1. Сравнение двухчастичных функций распределения f (2)(φ1, φ2) для
т.н. XY модели, полученных в рамках приближения среднего поля и в рам-
ках прямого численного моделирования для одномерной цепочки магнитных
моментов

модельное эффективное поле.
Как уже отмечалось выше, в магнетиках определяющим является cильное

локальное обменное взаимодействие, которое приводит к сильным корреля-
циям между ближайшими соседями. На рис. 1 приводится сравнение двухча-
стичной функции распределения, полученной в рамках приближения средне-
го поля, с двухчастичной функцией распределения, полученной при прямом
численном моделировании одномерной цепочки магнитных моментов. Здесь
рассматривалась т.н. XY -модель, в которой все магнитные моменты лежат в
плоскости и могут быть описаны одним углом φ. Из рисунка видно, что по-
лученная в рамках прямого моделирования двухчастичная функция распре-
деления вытянута вдоль главной диагонали фазового пространства и каче-
ственно отличается от результатов приближения среднего поля. Эти отличия
приводят к сдвигу критической температуры, неверным значениям энергии
и неверному описанию процессов релаксации.

Для учета корреляций между ближайшими соседями аппроксимируем
двухчастичную функцию распределения как

f
(2)
ij ≈ 1

Z
(2)
ij

[
fi(mi, t) fj(mj, t)

]ρ
eλmi·mj ,

1

2
⩽ ρ ⩽ 1, (6)

Z
(2)
ij =

∫∫
S2S2

[
fi(mi, t) fj(mj, t)

]ρ
eλmi·mj dmi dmj,

где λ ⩾ 0 — параметр, описывающий корреляции (включая косвенные) меж-
ду ближайшими магнитными моментами mi и mj, ρ — показатель степени,
необходимый для выполнения условия fi ≈

∫
S2

f
(2)
ij dmj.
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λ ≫ 1, ⟨η⟩ → 1 λ > 0, ⟨η⟩ > ⟨m⟩2 λ = 0, ⟨η⟩ = ⟨m⟩2

Рис. 2. Варианты взаимного расположения магнитных моментов при одина-
ковой средней намагниченности физически бесконечно малого объема

При λ ≪ 1 аппроксимация (6) переходит в приближение среднего поля
и ρ → 1. При λ ≫ 1 экспонента в аппроксимации (6) фактически переходит
в δ-функцию δ(mi · mj) и ρ → 1/2. Несмотря на член

[
fi(mi, t) fj(mj, t)

]ρ
,

за счет Z(2) аппроксимация (6) имеет размерность двухчастичной функции
распределения.

Уровень парных корреляций задается величиной

⟨η⟩ = ⟨mi ·mj⟩ =
∫∫
S2S2

mi ·mj f
(2)
ij dmi dmj, ⟨η⟩ |λ=0 = ⟨m⟩2 ,

обменная энергия в расчете на одну частицу
〈
W exch

〉
= −nbJ ⟨η⟩ /2.

Параметры λ, ρ взаимно однозначно связаны с моментами двухчастичной
функции распределения ⟨m⟩, ⟨η⟩.

Рассмотрим некоторый физически бесконечно малый объем. При фикси-
рованной средней намагниченности ⟨m⟩ возможны различные значения пар-
ных корреляций ⟨η⟩, что отвечает различному взаимному расположению маг-
нитных моментов (рис. 2). При λ → ∞ парные корреляции ⟨η⟩ → 1 (принима-
ют максимально возможное значение). Другим предельным случаем является
приближение среднего поля, при котором λ = 0 и парные корреляции при-
нимают минимально возможные значения ⟨η⟩ = ⟨m⟩2. В реальности система
находится между этими двумя состояниями. Гипотетически для ферромаг-
нетика возможна ситуация, при которой λ < 0 и ⟨η⟩ < ⟨m⟩2, что отвечает
преимущественно антипараллельной ориентации ближайших соседей, но та-
кая конфигурация не физична.

Как уже отмечалось выше, приближение среднего поля удовлетворитель-
но описывает коллективные взаимодействия на больших масштабах. Аппрок-
симацию (6) необходимо учитывать при расчете вклада обменного взаимодей-
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Рис. 3. Зависимость Υ
(
⟨m⟩ , ⟨η⟩

)
, черной линией показан пример равновес-

ной зависимости ⟨η⟩ (⟨m⟩), полученной из моделирования «атом-в-атом» для
объемноцентрированной кристаллической решетки

ствия внутри физически бесконечно малого объема. Тогда (3) принимает вид

∂f(m, r, t)

∂t
=
[
•HL +Han, T − nbJΥ•

]
f, Υ ≈ 1− ρ

λ
,

при этом обменное поле внутри физически бесконечного малого объема на-
чинает проявлять себя как антидиффузия с коэффициентом nbJΥ в про-
странстве магнитных моментов. Конкуренция этого процесса с диффузией,
обусловленной температурными флуктуациями, задает величину спонтанной
намагниченности и приводит к фазовому переходу.

В итоге применение (6) приводит вместо (4) к модифицированному урав-
нению LLB:

˙⟨m⟩ = −γ
[
⟨m⟩ ×HL

]
+ 2γK

(
Φ+ αΘ

)
+

+ αγ Ξ̂ ·HL + 2αγ
(
nbJΥ− T

)
⟨m⟩ , (7)

при этом коэффициент Υ удобно рассматривать как функцию параметров
⟨m⟩ = ∥ ⟨m⟩ ∥ и ⟨η⟩ (рис. 3).

Для определения параметра ⟨η⟩ необходимо ввести еще одно уравнение
на парные корреляции. Выпишем второе уравнение цепочки Боголюбова:

∂f
(2)
ij

∂t
=
[
•HL +H

(3)
i , T•

]
i
f
(2)
ij +

[
•HL +H

(3)
j , T•

]
j
f
(2)
ij ,
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H
(3)
i = 2K(nK ·mi)nK + Jmj +

N∑
k, k ̸=j

Jik

f
(2)
ij

∫
S2

mkf
(3)
ijk dmk.

Умножая его на mi ·mj и интегрируя по dmi dmj, получаем

˙⟨η⟩
4αγ

= HL · ⟨m⟩Υ+KΨ+ JQ− T ⟨η⟩ , (8)

Ψ =
〈
mi ·

[
mj ×

[
mj × nK

]](
mj · nK

)〉
,

Q =
1

2

[
1−

〈
η2
〉
−
∑
k

Qk

]
, Qk =

〈
mi ·

[
mj ×

[
mj ×mk

]]〉
,

суммирование ведется по всем соседям атома j, кроме атома i. Уголковые
скобки ⟨...⟩ обозначают усреднение не только по направлениям m, но и по
атомам или парам ближайших атомов физически бесконечно малого объема,
поэтому индексы i, j опускаются. Уравнения (7) и (8) образуют систему урав-
нений корреляционной магнитодинамики (CMD), описывающую эволюцию
распределения параметров дальнего ⟨m⟩ (r, t) и ближнего ⟨η⟩ (r, t) порядка.
CMD является точной системой уравнений на моменты одно-, двух- и трех-
частичных функций распределения; все ошибки в CMD связаны с ошибками
аппроксимации функций распредения или, по аналогии с гидродинамикой, с
ошибками в задании уравнений состояния.

Полученная для ферромагнетика система уравнений CMD обобщена на
случай антиферро- и ферримагнетиков с разными намагниченностями под-
решеток.

Во второй главе рассматривается несколько численных методов для ре-
шения системы уравнений типа Ландау–Лифшица, включая как ASD так и
микромагнитные LLB и CMD модели. Наибольшую сложность представляют
уравнения ASD, как за счет большого числа уравнений (вплоть до 109), так
и за счет наличия источника Ланжевена. Хотя уравнения ASD и LLB/CMD
описывают поведение системы на совершенно разных пространственных мас-
штабах, по форме они очень похожи. Уравнения LLB и CMD являются урав-
нениями в частных производных, но после дискретизации по пространству
(конечно-разностной аппроксимации лапласиана) можно считать, что зада-
ча сводится к ASD уравнениям на примитивной кристаллической решетке с
некоторыми дополнительными членами.

Поскольку коэффициент диссипации α ≪ 1, основные сложности при
построении численной схемы связаны с аппроксимацией первого члена опи-
сывающего прецессию. В этом смысле задача является жесткой, поскольку
с прикладной точки зрения основной интерес представляют процессы дисси-
пации — но для адекватного описания системы необходимо разрешать пре-
цессию, которая в α−1 раз быстрее диссипации. Аналитическое исследование
жесткости системы не проводилось ввиду его высокой сложности.

18



В начале главы вводится оператор поворота и описывается несколько
точных аналитических решений для частных случаев уравнения Ландау–
Лифшица. Эти решения применяются как для создания новых численных
схем, так и для тестирования реализации численных схем в программных
комплексах.

В работе приводятся два новых численных метода — метод в поворотах
2-го порядка и модифицированный термодинамически обусловленный метод
Рунге–Кутта 4-го порядка. Ошибки аппроксимации прецессии имеют систе-
матический характер и влияют на термодинамику системы искажая решение,
по аналогии с дополнительным источником шума. Это требует повышения
порядка аппроксимации схемы, уменьшения шага по времени либо разработ-
ки новых, термодинамически обусловленных численных схем. В связи с этим
был разработан модифицированный термодинамически обусловленный метод
Рунге–Кутта 4-го порядка.

Введем оператор поворота вектора m вокруг оси, задаваемой вектором b
на угол b = ∥b∥ (частный случай операции над кватернионом):

m ⟲ b ≡ m cos b− [m× b]
sin b

b
+ b(m · b)1− cos b

b2
,

тогда аналитическое решение для бездиссипативного ОДУ Ландау–Лифшица
с постоянным магнитным полем H

ṁ = −γ[m×H], m|t=0 = m0, m(t) = m0 ⟲ Hγt.

Модифицированный численный метод строится на основе расщепления по
физическим процессам. В начале шага, для аппроксимации прецессии и дис-
сипации в (1), применяется традиционный метод Рунге–Кутта 4-го порядка,
что дает набор магнитных моментов {m′

i}. Затем, поскольку (1) сохраняет
модули mi, магнитные моменты перенормируются на единицу и аппроксими-
руется влияние случайного источника, что дает набор магнитных моментов
{m̂i} на следующем временном слое:

m̂i =
m′

i

∥m′
i∥

⟲
√

2δtαγTξi, (9)

где δt — шаг по времени, ξi — случайный источник с нормальным распреде-
лением, единичной дисперсией и нулевым математическим ожиданием.

Во всех вычислительных экспериментах рассматривается кубический об-
разец с периодическими граничными условиями, т.е. магнитные моменты на
гранях куба связаны обменным взаимодействием с соответствующими маг-
нитными моментами на противолежащих гранях. Размеры куба по каждому
из ребер 25÷8. В такой постановке вклад диполь-дипольного взаимодействия
Hdip несущественен и полагается равным нулю, для учета размагничиваю-
щего фактора, обусловленного конечными размерами и формой реального
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образца, можно использовать анизотропию.
Частота прецессиии магнитного момента γHeff ≈ γnbJ . Для рассматрива-

емых кристаллических решеток безразмерный период прецессии составляет
порядка 1/2 ÷ 1, и можно было бы ожидать, что шага δt ≈ 0.05 ÷ 0.1 до-
статочно для получения адекватных результатов. Между тем, как правило,
приходится вести расчеты с шагом δt ⩽ 10−2 — при больших шагах систе-
матическая ошибка аппроксимации членов с прецессией вносит ощутимые
искажения.

В рассматриваемой системе при больших шагах по времени потеря устой-
чивости не приводит к появлению значений Inf или Nan — этому препятствует
перенормировка (9) модулей магнитных моментов на каждом шаге. Большие
шаги проявляются как разрушение дальнего порядка (средней намагничен-
ности) и переход ферромагнетика в парамагнитную фазу при температурах
ниже критической. При не столь больших шагах систематическая ошибка ап-
проксимации приводит к уменьшению средней намагниченности ⟨m⟩ и уве-
личению энергии ⟨W ⟩ системы, то есть ошибка проявляется как некоторая
эффективная добавка к температуре T .

Как и в молекулярной динамике, в системе ASD (1) эволюция магнит-
ных моментов отдельных атомов не представляет интереса — основной целью
моделирования является получение средних намагниченности, энергии и т.д.
Хотя систематическая ошибка аппроксимации и температурные флуктуации,
задаваемые термостатом (кристаллической решеткой) температуры T , имеют
совершенно различную природу, можно попытаться скомпенсировать влия-
ние систематической ошибки на средние значения за счет изменения интен-
сивности температурных флуктуаций. Выразим температуру из (8) на вре-
менном шаге l:

Tl =
1

⟨η⟩l

[
HL

l · ⟨m⟩l Υl +KΨl + JQl −
˙⟨η⟩l

4αγ

]
.

Все входящие в правую часть величины могут быть экономно вычислены из
текущей конфигурации магнитных моментов, производная ˙⟨η⟩l аппроксими-
руется односторонними конечными разностями:

˙⟨η⟩l ≈
⟨η⟩l − ⟨η⟩l−1

δt
.

В итоге интенсивность случайного источника T в (9) аппроксимируется взве-
шенным образом как

T ∗
l = (1− w)T ∗

l−1 + w(2T − Tl), T ∗
0 = T,

где 0 < w ⩽ 1/2 — параметр.
При моделировании процессов релаксации построенная численная схема

позволяет поднять временной шаг почти на порядок при сохранении заданно-
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го уровня ошибки вычисления средних величин. При накоплении статистики
после достижения состояния равновесия вместо компенсации систематиче-
ской ошибки численной схемы производится уменьшение временного шага.

В третьей главе приводится аппроксимация интегральных коэффици-
ентов CMD. Интегральные коэффициенты являются моментами одно-, двух-
и трехчастичных функций распределения.

Коэффициенты Φ, Θ и Ξ̂ являются моментами одночастичной функции
распределения, зависят от ⟨m⟩ и могут быть получены дифференцированием
по параметру. Для их компактной записи удобно ввести функции M и V :

M(x) =
x

L−1(x)
, V(x) = 1−M(x)

x2
, L(x) = cth x− 1

x
, x ∈ [0, 1],

которые, в свою очередь, аппроксимируются полиномами.
Коффициенты Υ, Ψ являются моментами двухчастичной функции рас-

пределения (6) и зависят от параметров ⟨m⟩, ⟨η⟩. Поскольку система ко-
ординат ⟨m⟩ ∈ [0, 1], ⟨η⟩ ∈ [0, 1] является криволинейной (значения ⟨η⟩ <
⟨m⟩2 нефизичны, см. рис. 3), удобно вместо ⟨η⟩ ввести параметр ζ = (⟨η⟩ −
⟨m⟩2)/(1 − ⟨m⟩2), который вместе с ⟨m⟩ образует прямолинейную систему
координат. В каждой точке этого пространства коэффициенты Υ, Ψ рассчи-
тываются численно и затем аппроксимируются аналитически. Двойные инте-
гралы по сфере

∫
S2
dmi dmj частично берутся аналитически и затем числен-

но, либо полностью берутся численно на сферической сетке, полученной при
рекурсивном разбиении пентакисдодекаэдра. Такая сетка не имеет сильных
особенностей на полюсах и обеспечивает выигрыш по числу узлов в 1.5 ра-
за по сравнению с традиционными сферическими координатами при той же
точности. Аналогичным образом аппроксимируются величины ρ, λ и Z(2).
Для Υ строятся асимптотики при ⟨m⟩ = 0, ζ = 0, что в итоге дает хорошую
аппроксимацию:

Υ|⟨m⟩=0 =
M(⟨ζ⟩)
1 + ζ

, Υζ=0 = M(⟨m⟩), Υ ≈ 3M(⟨m⟩)M(ζ)

1 + ζ
.

Наибольшие сложности возникают с аппроксимацией коэффициента Q,
поскольку хотя для трехчастичной функции распределения можно построить
аппроксимацию, аналогичную (6), но в этой аппроксимации будет не опре-
делен один из параметров — требуется замкнуть цепочку Боголюбова для
трехчастичной функции распределения. В работе рассмотрено два подхода
к аппроксимации коэффициента Q для примитивной (SC), объемноцентри-
рованной (BCC) и гранецентрированной (FCC) кубических кристаллических
решеток.

Первый подход основан на ряде априорных предположений о виде много-
частичных функций распределения с их последующим численным интегри-
рованием. В зависимости от типа кристаллической решетки можно выделить
различные трех-, четырех- и шестичастичные функции распределения, ко-

21



i

j

k3

k2

k2

i

j

k2

k2

k3

i

j

k2

k2

k4

k4

k2

k3

k3

SC

BCC FCC

k1

k1

k3

k3
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функций распределения. Атомы i и j зафиксированы, атом k может зани-
мать различные положения

торые могут быть полностью определены из параметров ⟨m⟩, ⟨η⟩ и темпе-
ратуры T . Например, для SC решетки атомы ijk3 отвечают трехчастичной
фунцкии f

(3)
∠ , у которой можно пренебречь косвенными корреляциями между

атомами i и k3; для FCC решетки атомы ijk1 образуют полностью симмет-
ричную f

(3)
△ (рис. 4):

f
(3)
∠ ≈

f
(2)
ij f

(2)
jk

f
(1)
j

, f
(3)
△ ∼ eρ

′p·(mi+mj+mk)+λ′(mi·mj+mj ·mk+mk·mi). (10)

Численное интегрирование таких функций распределения и табулирование
соответствующих зависимостей Q(⟨m⟩ , ⟨η⟩) потребовало применения класте-
ра K60 ИПМ им. М.В. Келдыша. Полученные в итоге зависимости не имеют
подгоночных параметров и дают удовлетворительные результаты. К недо-
статкам такого подхода можно отнести необходимость работы с табулиро-
ванными функциями при решении CMD и не вполне точное совпадение ре-
зультатов CMD и ASD.

Второй подход основан на анализе большого объема вычислительных экс-
периментов ASD в различных постановках. Показано, что фазовое простран-
ство CMD ⟨m⟩, ζ разбивается на две области линией ζ∗(⟨m⟩) ≈ const завися-
щей от кристаллической решетки. При явном задании ζ = const уравнения
CMD отвечают традиционному уравнению LLB (4). Ниже этой линии нахо-
дится устойчивая область — каждой точке отвечает равновесное состояние
образца при некоторых T , Hext. Выше находится неустойчивая область, ко-
торая может быть пройдена в динамике, например при перемагничивании
образца.
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Рис. 5. Зависимости ζ∗(⟨m⟩) для всех решеток и Q(⟨m⟩ , ζ) для BCC решетки

В приближении средненего поля для Q можно получить

QMFA = M
(
⟨m⟩

)[
2 + (nb − 1) ⟨m⟩2 − 3M

(
⟨m⟩

)]
.

Для всех решеток полученные из ASD зависимости ζ∗(⟨m⟩) могут быть
аппроксимированы как

ζ∗ ≈ ⟨η⟩c − 0.135 ⟨m⟩
3
2 + 0.0123 ⟨m⟩3 ,

где ⟨η⟩c — значение ⟨η⟩ в точке фазового перехода (рис 5). На линии ζ∗(⟨m⟩)
должно выполняться соотношение Q∗ = nb ⟨η⟩∗Υ∗, что в итоге дает простую
аналитическую аппроксимацию для Q:

Q ≈
{
QMFA + Aζ +Bζ2 при ζ ⩽ ζ∗,

nb ⟨η⟩Υ при ζ > ζ∗,

где коэффициенты A(⟨m⟩) и B(⟨m⟩) находятся из условия гладкости и непрыв-
ности Q на линии ζ∗. Получаемые в итоге результаты расчетов CMD хорошо
совпадают с результатами ASD.

В четвертой главе приводятся два метода расчета статистической сум-
мы и энтропии магнетика.

Первый полуаналитический метод прямого интегрирования N -частичной
функции распределения основан на линейной аппроксимации функции lnZ .
Рассмотрим выражение для статистической суммы:

Z(N) =

∫
· · ·
∫

S2 ... S2

exp

[
βH

N∑
i=1

mi +
β

2

N∑
i=1

N∑
j=1

Jijmimj

]
dm1... dmN ,

где H — внешнее поле, β = 1/T — обратная температура. Поскольку один из
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интегралов может быть взят аналитически в сферических координатах∫
S2

ep·m dm = 4π
sh p

p
≡ Z(p),

то

Z(N) =

∫
· · ·
∫

S2 ... S2

exp

[
βH

N−1∑
i=1

mi +
β

2

N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

Jijmimj

]
×

×Z

(∥∥∥∥∥βH + β
N−1∑
i=1

JiNmi

∥∥∥∥∥
)

dm1... dmN−1,

аргумент последнего сомножителя можно преобразовать как∥∥∥∥∥βH + β

N−1∑
i=1

JiNmi

∥∥∥∥∥ =

√√√√N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

aiNajNxij,

где m0 = H/H, xij = mi · mj ∈ [−1, 1], xii = 1, aiN = βJiN при i ⩾ 1 и
a0i = βH. Логарифмируя и раскладывая в многокомпонентный ряд Тейлора
до линейных членов в окрестностях некоторой точки xij = x∗ij, получаем:

lnZ(
√
...) ≈ lnZ(A∗

N) +
N−1∑
i=1

i−1∑
j=0

xij − x∗ij

Z
(
A∗

N

) · ∂Z
∂xij

=

= lnZ
(
A∗

N

)
−

N−1∑
i=1

i−1∑
j=0

bNijx
∗
ij +

N−1∑
i=1

i−1∑
j=0

bNijxij,

A∗
N =

√√√√N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

aiNajNx∗ij, bNij = L
(
A∗

N

)aiNajN
A∗

N

,

где L(x) = cth x− 1/x — функция Ланжевена.
Таким образом, исходная статистическая сумма может быть представлена

в виде

Z(N) =

∫
· · ·
∫

S2 ... S2

exp

[
1

2

N∑
i=0

N∑
j=0

aijxij

]
dm1...dmN ,

и интегрирование по каждому магнитному моменту mk сводится к домноже-
нию на константу, исключению k-х строки и столбца из матрицы aij и при-
бавлению элементов матрицы bkij к оставшимся элементам матрицы aij, что
сводит задачу к предыдущей. Интеграл по нескольким последним элементам
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может считаться численно.
Исходная матрица aij является симметричной и разреженной, симметрич-

ная матрица bkij содержит ненулевые члены, отвечающие ненулевым членам
(связям между магнитными моментами) aij на k-х строке и столбце матри-
цы aij, и приводит к появлению дополнительных ненулевых элементов (свя-
зей) в сокращенной матрице aij. Такой подход отвечает перестроению взве-
шенного графа, задаваемого матрицей aij и описывающего обменные связи в
кристаллической решетке.

Алгоритм может быть легко обобщен на случай произвольного кристалла,
в том числе с нарушением связей, дефектами типа «случайное поле» и т.д.

Точка x∗ij выбирается на главной диагонали гиперкуба {xij}, т.е. x∗ij =
= x∗∀i ̸= j.

Построенный алгоритм реализован на языке C++, имеет вычислитель-
ную сложность O(N 7/3) и демонстрирует хорошую работоспособность при
высоких температурах. Ниже критической температуры возможно подобрать
точку разложения x∗, дающую удовлетворительные значения энергии и на-
магниченности, но эти значения оказываются несогласованными со значени-
ем Z(N). Тем не менее, построенный алгоритм объясняет вид аппроксимации
двухчастичной функции распределения (6) и происхождение параметров ρ, λ.

Второй алгоритм прямого расчета энтропии основан на энтропии млад-
ших функций распределения f (1), f (2). Мы будем говорить об энтропии, энер-
гии и прочих термодинамических потенциалах в расчете на одну частицу.

Сразу заметим, что существует как минимум два независимых варианта
введения энтропии. С точки зрения статистической физики, энтропия S(N)

вводится через N -частичную функцию распределения как

S(N) = −
〈
ln f (N)

〉
N

=
lnZ(N)

N
+

⟨W ⟩
T

, lim
T→∞

f (N) = (4π)N ,

и ее прямой расчет упирается в расчет статистической суммы Z(N).
С точки зрения второго начала термодинамики, энтропия ST определена

с точностью до константы, из дополнительного условия при T → ∞ следует:

dST =
d ⟨W ⟩
T

, lim
T→∞

ST = lim
T→∞

S(N) → ST = ln 4π +

T∫
∞

d ⟨W ⟩
dT ′

dT

T ′ ,

что дает возможность расчета энтропии на основе серии равновесных ASD
расчетов с плавно увеличивающейся температурой. Для замены нижнего пре-
дела интегрирования на конечный из второго уравнения CMD (8) построены
асимптотики энергии и энтропии при больших температурах. Для SC и BCC
решеток

Q ≈
1−

〈
η2
〉
− (nb − 1)Q∠

2
, S(N) ≈ ln 4π − nbJ

2

12T 2
.
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Рис. 6. Зависимости энтропии S(N) и абсолютной ошибки аппроксимации (11)
для разных решеток

Для FCC решетки за счет наличия полностью симметричных трехчастичных
функций распределения f

(3)
△ (10) коэффициент Q принимает вид

Q ≈
1−

〈
η2
〉
− 7Q∠ − 4Q△

2
,

S(N) ≈ ln 4π +
9 ln 3

8
− 9

8
ln

3T − 4J

T
− 3J

2T
− 6J2

(3T − 4J)T
.

Введем энтропию для младших, одно- и двухчастичных функций распре-
деления:

S(1) = −
〈
ln f (1)

〉
= lnZ(p)− p ⟨m⟩ , S(2) =

lnZ(2)

2
− ρp ⟨m⟩ − λ ⟨η⟩

2
.

Рассмотрим выражение для энергии в отсутствие внешнего поля и анизо-
тропии:

⟨W ⟩ = −nbJ

2
⟨η⟩ → d ⟨W ⟩

dβ
= −nbJ

2

d ⟨η⟩
dβ

,

что после ряда преобразований приводит к

dS(N)

dβ
=

nbJβ

λ

[
dS(2)

dβ
− ρ

dS(1)

dβ

]
.

Из ASD расчетов известно, что в ферромагнитной фазе β/λ ≈ const и
ρ ≈ const, а в широком диапазоне температур β/λ и ρ являются медленно
меняющимися функциями температуры, что приводит к простой аппрокси-
мации:

S(N) ≈ A+BS(2) + CS(1), (11)

26



где A, B, C — некоторые константы, зависящие только от типа кристалличе-
ской решетки. В актуальном диапазоне температур [1/2, 4]J такая аппрокси-
мация S(N) дает относительную ошибку не более 0.5% (рис. 6).

В пятой главе проведено сравнение результатов расчетов для ASD, тра-
диционного уравнения Ландау–Лифшица–Блоха (LLB) и CMD в различных
постановках для трех типов кристаллических решеток. Рассмотрены равно-
весные зависимости намагниченности, энергии, теплоемкости C и восприим-
чивости χ = ∂ ⟨m⟩ /∂Hext от температуры (рис. 7). Каждая точка отвечает
одному расчету, для каждого расчета в качестве начальных условий выбира-
лась полностью однородная намагниченность mi|t=0 = (0, 0, 1)∀i, затем велся
раcчет до выхода средних значений на стационар.

В окрестностях фазового перехода времена релаксации весьма велики, что
требует увеличения времени ASD расчетов на два порядка. Релаксация систе-
мы в рассматриваемой постановке имеет сложный двухвременной характер —
сначала устанавливается ближний порядок ⟨η⟩, затем дальний порядок ⟨m⟩.
Для описания зависимостей ⟨m⟩ (t) эмпирически подобрана функция:

⟨m⟩ (t) ≈ ⟨m⟩eq +
(
1− ⟨m⟩eq

) e−t/τe

1 + t/τh
,

где ⟨m⟩eq — равновесная намагниченность, τe, τh — времена релаксации. Как
уже отмечалось ранее, LLB занижает времена релаксации на порядок (см.
рис. 7), что является критически важным недостатком при моделировании
устройств спинтроники.

Важной для спинтроники постановкой является задача о перемагничива-
нии образца внешним полем. В начальный момент времени образец находится
в состоянии равновесия, ⟨m⟩ |t=0 = (0, 0, ⟨m⟩eq). Затем включается внешнее
поле антиколлинеарное ⟨m⟩ |t=0, анизотропия K > 0. Интерес представляют
зависимость ⟨m⟩ (t) и время перемагничивания τr, за которое ⟨mz⟩ станет
меньше нуля. Такая постановка является сильно неравновесной, в ASD рас-
четах за счет периодических граничных условий модуль намагниченности
проходит через ноль, при этом значения ближнего порядка ⟨η⟩ практиче-
ски не изменяются. В LLB такое поведение возможно только в очень силь-
ных внешних полях или при температурах, близких к критической, когда
|Hext| ⩾ nbεGJ ⟨m⟩, см. (4).

При переходе к приближению сплошной среды предполагается, что чис-
ло атомов в физически бесконечно малом объеме весьма велико и отвечает
термодинамическому пределу. В этом случае в задаче о перемагничивании
система должна сохранять осевую симметрию, т.е. ⟨m⟩x = ⟨m⟩y = 0∀t, что
отвечает одноосному случаю и значительно упрощает расчеты. Но для LLB
в одноосном случае при рассмотренных параметрах перемагничивания вооб-
ще не происходит, поскольку поле анизотропии оказывается больше внешне-
го поля. Учет конечного числа атомов приводит к необходимости введения
случайного источника, учитывающего дробовой шум, и проведения полно-
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Рис. 7. Равновесные зависимости намагниченности ⟨m⟩, энергии ⟨W ⟩, тепло-
емкости C, восприимчивости χ и времен релаксации τe, τh для BCC решетки,
полученные на основе различных моделей
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Рис. 9. Времена перемагничивания образца τr с BCC решеткой и анизотро-
пией K = 0.1J при внешнем поле Hz = −0.1J и Hz = −0.2J в различных
приближениях

29



ценных расчетов, учитывающих три компоненты средней намагниченности.
В простейшем случае источник вводится как

˙⟨m⟩ = ...+
√

2γαT/nc ⟨m⟩ × ξ,

где nc — число атомов в ячейке расчетной сетки. Такие расчеты проводились
как в приближении LLB, так и в приближении CMD, их результаты далее
обозначены верхним индексом 3d.

На рис. 8 приведены результаты для перемагничивания образца получен-
ные в различных приближениях. Приближение LLB3d отвечает LLB расчетам
со случайным источником, обусловленным дробовым шумом. Рассматрива-
лись разбиения счетной области на 1, 23, 43 и 83 ячеек, все они дали близкие
результаты. Для CMD расчетов разбиение области и учет дробового шума
картину не меняли.

Из рис. 9 видно, что при ASD расчете ⟨m⟩ проходит через значение око-
ло нуля, т.е. в системе образуется геликоидальная структура намагниченно-
сти — в процессе эволюции ближний порядок ⟨η⟩ практически не меняется.
С точки зрения макропараметров CMD качественно хорошо воспроизводит
такое поведение. Для LLB такое поведение возможно только при очень силь-
ных внешних полях или при температурах вблизи фазового перехода, когда
|Hext| ⩾ nbεGJ ⟨m⟩, см. (4). Вдали от фазового перехода LLB модель обес-
печивает перемагничивание с поворотом средней намагниченности при со-
хранении ее модуля, случайный источник нужен для нарушения начальной
симметрии и выхода из положения начального неустойчивого равновесия.

В пятой главе показано, что энергия, теплоемкость и времена релакса-
ции, полученные из CMD, гораздо лучше согласуются количественно с ASD,
чем LLB. Восприимчивость CMD оказывается завышенной. В задаче о пе-
ремагничивании образца LLB дает качественно неверные результаты во всем
диапазоне температур, кроме окрестностей фазового перехода, в то время как
CMD обеспечивает приемлемое количественное совпадение при температурах
выше комнатной.

В шестой главе описаны разработанные в ходе работы программные
комплексы StatASD и CMDlib, реализующие описанные в предыдущих главах
вычислительные алгоритмы.

Код StatASD предназначен для проведения статистических расчетов в
рамках атомистической модели классического магнетика Гейзенберга. StatASD
состоит из вычислительного ядра, написанного на C++, и набора скриптов
запуска, написанных на Python, общий размер исходного кода составляет по-
рядка 50 КБ. Скрипты запуска достаточно просты и могут создаваться поль-
зователем по необходимости. Выбор типа кристаллической решетки и слож-
ность подключаемой диагностики задаются макросами (директивами услов-
ной компиляции) при сборке вычислительного ядра.

По умолчанию доступно три типа кристаллических решеток — прими-
тивная (SC), объемноцентрированная (BCC) и гранецентрированная (FCC).
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Решетка описывается числом атомов в элементарной ячейке (числом подре-
шеток), координатами атомов в элементарной ячейке и набором обменных
связей для каждой из подрешеток. Фрагменты C++ кода, задающие кри-
сталлические решетки, генерируюся автоматически при помощи скрипта на
языке Python, выбор кристаллической решетки производится при помощи
директив условной компиляции.

Распараллеливание вычислений производится при помощи библиотеки
OpenMP, обход данных осуществляется по трехмерной Z-кривой Мортона.
В зависимости от постановки, размера задачи, типа кристаллической решет-
ки и физических параметров время одного расчета на одной рабочей станции
может составлять от нескольких минут до десятков часов. По сравнению с
ближайшим аналогом, шведским кодом UppASD, StatASD демонстрирует на
порядок большую производительность. Эффективность распараллеливания
StatASD доходит до 40% на 24х потоках, UppASD эффективно распаралле-
ливается на 4х потоках максимум.

Для управления массовыми расчетами в StatASD задействована Results
and Algorithms Control System (RACS). RACS является нереляционной СУБД,
ориентированной на проведение массовых высокопроизводительных расче-
тов. За счет интроспекции RACS легко интегрируется в скрипты Python и
предоставляет высокоуровневый интерфейс командной строки для запуска
расчетов. RACS обеспечивает проведение массовых расчетов на кластере с
автоматической балансировкой загрузки вычислительных узлов. После окон-
чания расчетов RACS позволяет проводить комплексные анализ и постобра-
ботку результатов.

В общей сложности под управлением RACS для получения интегральных
коэффициентов CMD, значений энтропии в различных приближениях и про-
верки CMD на кластере K60 ИПМ им. М.В. Келдыша РАН было проведено
около 4000 расчетов, потребовавших около 3000 часов.

Библиотека CMDlib создана в соавторстве с Лукьяновым А.В. и Замя-
тиным С.В. Библиотека содержит реализацию расчета интегральных коэф-
фициентов в уравнениях LLB и CMD, а также расчет правых частей для
уравнений LLB и CMD. Для всех коэффициентов есть два варианта расче-
та — быстрый (но менее точный), основанный на различных аналитических
аппроксимациях, и медленный (но более точный), основанный на поиске па-
раметров ρ, λ в (6) из значений ⟨m⟩, ⟨η⟩ с последующим численным интегри-
рованием. Аналитические аппроксимации применяются для расчета началь-
ных приближений в методе Ньютона при вычислении параметров ρ, λ, что
значительно ускоряет сходимость метода.

Библиотека написана на языках C++ и Python. Для увеличения произ-
водительности аналитические аппроксимации оформлены в виде шаблонов,
параметризованных по типу аргумента (производительность float выше, чем
у double), полиномы по возможности факторизованы. Документация к биб-
лиотеке содержит подробные выкладки по поиску различных аппроксимаций
и асимптотик.
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