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Пособие разработано в процессе чтения лекций на кафедре МФТИ "При-

кладная математика" по специализации "Управление динамическими система-
ми", направленных на подготовку студентов-магистров. Цель курса – освоение 
студентами фундаментальных знаний в области математических свойств нави-
гационных проблем, изучение способов решения задач навигации, методов ис-
следования достижимой навигационной точности и областей их практического 
применения на поверхности Земли и в космосе. Методическое пособие способ-
ствует формированию базовых знаний студентов и аспирантов в области обра-
ботки инструментальных данных статистическими и модельно-
параметрическими методами на практических примерах определения движения 
робототехники и космических аппаратов. Пособие будет полезно студентам 
старших курсов и молодым специалистам, интересующимся вопросами опреде-
ления движения и навигации. 
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ВВЕДЕНИЕ 
В лекциях этого семестра рассказывается о способах получения уверен-

ного знания численных значений фазовых параметров экспериментально 
наблюдаемого движения объекта или изменения состояний процесса. 

Основным способом получения требуемых знаний является выполнение 
измерения сигнальных величин некоторых (из доступных для инструменталь-
ного наблюдения) параметров эксперимента. При этом, выполняемые измере-
ния очень часто не дают прямой информации о требуемых параметрах объекта 
наблюдения, и, к тому же, они всегда содержат инструментальные ошибки.  

Отсутствие возможностей прямых измерений параметров процесса вы-
нуждает рассматривать модели их взаимозависимости с получаемыми значени-
ями сигнальных величин. В практике экспериментов это требует использования 
алгоритмических и программных средств для моделирования устройства изме-
рительной аппаратуры и отображения физики наблюдаемого процесса на изме-
ряемую величину сигнала. Ввиду малых уровней относительных погрешностей 
современного оборудования, в конечном итоге, получаемые модельные резуль-
таты искомой взаимосвязи фазовых и наблюдаемых параметров хорошо выра-
жаются в виде линейного «условного уравнения» измерений.  

 Там, где ошибки недопустимы при принятии решений в связи с опасно-
стью потери человеческой жизни или дорогого оборудования, требуется иметь 
и уверенные оценки возможных погрешностей знания нужных параметров.  

Достаточно очевидно, что обстоятельства случайности ошибок измерений 
диктуют вынужденное применение вероятностных подходов для получения 
оценки искомых величин методами осреднения инструментальных погрешно-
стей. Хорошо известны два типа получаемых вероятностных оценок: - "в сред-
нем», и – «почти наверное». Ниже большое внимание уделяется рассмотрению 
методов оценивания «почти наверное», в которых «оценка погрешности оценки 
параметра» (сокращёно - «ОП2») имеет заведомо более надёжное значение.  

Необходимость обеспечения надёжного знания величины «ОП2» привело 
в своё время к разработке методов оценивания остаточной погрешности резуль-
татов обработки получаемых измерений - с учётом всех возможных источников 
погрешностей оценивания. Требуемое «почти наверное» оценивание размеров 
остаточного «незнания» приводит к необходимости наряду с учётом погрешно-
стей имеющихся нелинейностей, инструментальных погрешностей и использо-
вания методов учёта ошибок модели («мешающих параметров»).  Надёжность 
подобного оценивания зависит от принятых предположений и не абсолютна 
(шутя, можно поставить вопросы определения ОПn  с n= 3,4,…)., В связи с этим, 
, к сожалению, эти методы в подобных курсах обычно не рассматриваются.   

В этих лекциях приводится подробное описание имеющихся постановок 
и способов оценивания искомых величин ОП и ОП2 по полученным экспери-
ментальным данным, примерам подобных задач и численным методам их ре-
шения. Содержание лекций делится на три уровня подробностей изложения - со 
сквозной нумерацией отдельных фрагментов излагаемого материала. В Прило-
жении приводятся примеры полезных преобразований.  
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A. СВОЙСТВА НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
1.  Для решения задач навигации и управления нужно выполнять измерения 
параметров движения, знание которых позволяет определить текущий вектор 
состояния наблюдаемого объекта. Однако любые измерения обладают погреш-
ностями, что требует от навигатора знаний и умений применения специальных 
средств обработки измерений. Важным классом таких средств являются рас-
сматриваемые ниже эффективные методы фильтрации погрешностей измере-
ний, основанные на использовании модельного описания параметров наблюда-
емости объекта.  

Дадим некоторые определения используемых ниже терминов:  
• Погрешность измерения – отклонение результата измерения от истинно-

го (действительного) значения измеряемой величины. 
• Инструментальная погрешность обусловлена несовершенством приме-

няемых средств измерений. Причинами её возникновения являются неточности, 
допущенные при изготовлении и регулировке приборов, изменение параметров 
элементов конструкции и схемы вследствие старения. В высокочувствительных 
приборах могут сильно проявляться их внутренние шумы, прежде всего, – теп-
ловой и дробовой шумы. Тепловой шум — это равновесный шум, обусловлен-
ный тепловым движением носителей заряда в проводнике, в результате чего на 
концах проводника возникает флуктуирующая разность потенциалов. Дробовой 
шум — беспорядочные флуктуации напряжений и токов относительно их сред-
него значения в цепях радиоэлектронных устройств, обусловленные дискретно-
стью носителей электрического заряда — электронов. 

• Динамическая погрешность измерений – погрешность результата изме-
рений, свойственная измерениям быстро меняющихся величин. Динамическая 
погрешность появляется при измерении переменных величин и обусловлена 
инерционными свойствами средств измерений. 

• Статическая погрешность измерений – погрешность результата изме-
рений, свойственная условиям статического измерения, то есть при измерении 
постоянных величин после завершения переходных процессов в элементах 
приборов и преобразователей. 

• Систематическая погрешность измерения – составляющая общей по-
грешности, остающаяся постоянной или закономерно изменяющаяся при по-
вторных измерениях одной и той же физической величины. Систематические 
погрешности являются в общем случае функцией измеряемой величины, влия-
ющих величин (температуры, влажности, напряжения питания и пр.) и времени. 

• Случайные погрешности определяются совместным действием ряда 
причин: внутренними шумами элементов электронных схем, наводками на 
входные цепи средств измерений, пульсацией постоянного питающего напря-
жения, а иногда и дискретностью счета. 

Ниже будут подробно рассмотрены способы исключения влияния слу-
чайных и систематических погрешностей получаемых измерений на результат 
оценки определяемых параметров.  
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2.  Погрешность измерений представляет собой сумму её составляющих, 
каждая из которых имеет свою причину. Можно выделить следующие группы 
причин возникновения погрешностей: 
- неверная настройка средства измерений: ошибки калибровки прибора; 
- неверная установка объекта измерения на измерительную позицию; 
- ошибки в процессе получения, преобразования и выдачи информации в изме-

рительной цепи средства измерений; 
- внешние воздействия на средство и/или объект измерений (влияния темпера-

туры, давления, электрического и магнитного полей, вибрация и др.;  
- свойства измеряемого объекта;  
- квалификация и состояние оператора. 

Погрешности измерений обусловлены, как правило, неизвестным набо-
ром причин, размеры суммарного влияния которых на результат измерения мо-
гут быть охарактеризованы неким законом распределения вероятностей его 
значения. При анализе случайных погрешностей, образуемых большим числом 
причин, в силу предельной теоремы вероятностей правомерно для анализа при-
нять нормальный закон распределения вероятностей [1-7].  

Рассмотрим некоторые важные особенности этого распределения. 

1. ОДНОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
3.  Функция плотности распределения вероятности для одномерного закона 
Гаусса распределения случайных величин записывается в следующем виде: 

2

2
( )

21( )
2

x m

f x e σ

σ π

−
−

= , 

где x  – одномерная случайная величина, m – её математическое ожидание, σ – 
среднее квадратичное отклонение, 2 Dσ =  – дисперсия. Вероятность принад-
лежности случайной величины диапазону xα β< <  вычисляется следующим 
образом: 

2

2
( )

21( ) ( )
2

x m

p x f x dx e dx
β β

σ

α α

α β
σ π

−
−

< < = =∫ ∫ . 

Если нормализовать и центрировать значение рассеивания х, т.е. принять, 

что  
2

x m t
σ

−
= , то получим 

2
2

2

1( )

m

t

m

p x e dt

β
σ

α
σ

α β
π

−

−

−

< < = ∫ . 

В случае, если положить m α= , а 
2
mz β

σ
−

= , то получим табличный интеграл 

вероятности (этот интеграл не приводим к квадратурам аналитически): 
2

0

2( ) .
z

tz e dt
π

−Φ = ∫  
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Существуют таблицы, в которых ( )X= x m / σ−  измеряется в единицах σ : 
2

2

0

1( ) .
2

X t

F X e dt
π

−
= ∫  

4.     Величина σ  в науке и в технике является единицей ожидаемого или изме-
ренного рассеивания величин ( 
Рис. А.1).  

Вероятность рассеивания внутри диапазона ±σ равна ( ) 0.63p xσ σ− ≤ ≤ = .  
Вместе с этим, военные специалисты для удобства измеряют рассеивание 

x  в единицах E , где  
E – такая величина, что вероятность быть внутри E±  ( ) 0.5p E x E− ≤ ≤ = .  
В этом случае всё возможное рассеивание делится на две равные части, что 

соответствует равным вероятностям "попадания" и "промаха". 
Величина E  соотносится с величиной σ ,  как 0.675E σ= . 
Соответственно, "доверительные" интервалы отклонений x  (при которых 

вероятность ( ) 0.99p x > ) равны или 3σ , или 4E : 
( 3 3 ) 0.997p xσ σ− ≤ ≤ =     и    ( 4 4 ) 0.993p E x E− ≤ ≤ = . 

На этих интервалах построены все теории принятия решений в условиях 
ситуационной неопределённости. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. А.1 Нормальный закон плотности распределения вероятностей 
 случайного одномерного рассеивания  

и соответствующие вероятности в стандартных интервалах  
- в единицах Е (левая половина графика) и в единицах σ (его правая половина). 
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2. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
5.  Функция плотности для нормального распределения вероятностей значе-
ний x и y в «облаке» двумерных случайностей по определению равна (рис. А.2): 

( )2 ,
( , )

d F x y
f x y

dxdy
= , 

где ( ),F x y  – распределение вероятностей одновременного появления некото-
рых xx >  и yy > .  

Если в качестве параметров рассеивания принять «безусловные матема-
тические ожидания» xm , ym  и  «безусловные среднеквадратичные отклоне-
ния» xσ , yσ  (т.е. – определяемые для каждой из величин x или y при всех воз-
можных значениях другой величины – соответственно y или x – без учёта до-
полнительных условий знания о величинах последних) и дополнительно ввести 
в рассмотрение некую величину «коэффициента корреляции» –1≤r≤1 (о нём 
см. ниже), то закон нормального распределения плотности вероятности дву-
мерной случайности нужно записать в следующем виде: 

22

2 2 2

2 ( )( ) ( )( )1
2(1 )

2

1( , )
2 1

x y yx

x yx y

r x m y m y mx m
r

x y

f x y e
r

σ σσ σ

πσ σ

 − − −−
 − − +

−   =
−

, 

или – в более удобном виде векторно-матричного выражения тех же величин: 

( )

1
2

1
2 12(1 )

2

2

1,
2 1

T
r

x m x mx yx x x
y m r y mr y y

x y y

x y

f x y e
r

σ σσ

σ σ σ

πσ σ

  −  
− −          −  − −    −  −         =

−
, 

или так: 

( )
11

21,
2

T K
f x y e

π

−−
=

∆

X X
.                                (А.1) 

Здесь через Х обозначен двумерный вектор центрированных отклонений вели-
чин x,y, через  К обозначена «ковариационная» матрица с её обратной «весовой» 
матрицей К-1, входящей в приведённое выше выражение, а ( )2 2 21x y rσ σ∆ = − . 

 
Рис. А.2  Плотность двумерного нормального распределения. 

Слева – двумерная поверхность  «колокола» Гауссиана, справа – её вид сверху 
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Ковариационная матрица 
6. Рассмотрим важные свойства ковариационной матрицы К, тесно связан-
ной с законом нормального распределения вероятностей.  

Оказывается, что у функции плотности (А.1) нормального распределения 
случайных величин (причём – любых размерностей!) есть замечательное свой-
ство: эта функция полностью определена своими первыми двумя моментами, и 
это определение содержится именно в матрице ковариаций K.  

По аналогии с тензором инерции твёрдого тела ковариационная матрица 
К представляет собой симметрическую матрицу вторых моментов функ-
ции ( ),f x y  (попробуйте это проверить для двумерного случая центрирован-
ной нормальной случайной величины, вычислив первый и второй моменты 
Гауссиана f(x,y)). При этом, главные моменты функции ( ),f x y  равны диаго-
нальным дисперсиям компонент случайного вектора, а недиагональные элемен-
ты матрицы, равные перекрёстному второму моменту kxy, в их выражении через 
диагональные элементы матрицы однозначно определяют величину и знак по-
лучаемого множителя согласования - упомянутого коэффициента корреляции r:  

2

2 .
xx xx yyxx xy x x y

xy yy x y yxx yy yy

k r k kk k r
K

k k rr k k k

σ σ σ
σ σ σ

 ⋅     = = =      ⋅    
 

7. Определитель ковариационной матрицы равен ( )2 2 21x y rσ σ∆ = − , отсюда 
легко получить выражение для обратной матрицы квадратичной формы, стоя-
щей в показателе экспоненты нормального закона плотности вероятности цен-
трированных случайных величин x и y (почему эту матрицу называют «матри-
цей весов ошибок» станет ясно ниже): 

22
11

2 2

2

1

1
11

x x yy x y

x y x

x y y

r
r

K
r rr

σ σ σσ σ σ
σ σ σ

σ σ σ

−
=

 −  −  =   −∆ −  − 
 

 

8 При 0≤r≤1 выражение 1 2 0T K constλ− = = >X X  есть положительно опре-
делённая квадратичная форма для векторов Х. Поэтому в соответствии теорией 
кривых второго порядка уравнение постоянства функции f(x,y): 

22
2

2 2 2 2 2

2 ( )( ) ( )( ) ,
(1 ) (1 ) (1 )

x y yx

x x y y

r x m y m y mx m
r r r

λ
σ σ σ σ

− − −−
− + =

− − −
      (А.2) 

относительно компонент вектора ( ),x yX  представляет собой уравнение эллип-
са ("эллипса равной плотности вероятности”)*) или "эллипса рассеивания", 
определяющего минимальную площадь рассеивания Х с данной вероятностью 
p(λ) – см. Рис. А.3). 

                                           
*) Ниже будет показана роль нормирующего параметра λ, влияющего на обобщённые размеры эллипса. 
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Эллипс рассеивания 
9. В общем положении (при r≠0) главные оси этого эллипса не совпадают с 
осями системы координат Oxy. Центр эллипса лежит в точке ( ),x ym m , а 
направление его осей симметрии в системе координат Oxy определяется из:  

2 2

2
2 .x y

x y

r
tg

σ σ
α

σ σ
=

−
     (А.3) 

Получить эту зависимость можно путём поворота осей системы координат на 
некоторый угол α  по формулам 

x ' x cos ysin ,
y ' x sin ycos ,

α α
α α

= +
 = − +

        (А.4) 

с условием равенства нулю второго слагаемого в уравнении (А.2). 
 

 
Рис. А.3 Эллипс рассеивания 

Выражение (А.3) определяет два значения угла α, отличающихся на угол 
2
π . 

Можно заметить, что если x yσ σ= , то при любом r «главные оси» соответ-
ствующей окружности «наклонены» к оси х на 45о и 135о! 

Если элементы весовой матрицы К-1 обозначить в виде 
-1 A C

K =
C B

− 
 − 

, 

(с уравнением эллипса вида Ax2–2Cxy+By2=λ2), то размеры его полуосей опре-
деляются из: 

( )2 2
2 A+B A B +4C

a =
2

− − −
,       

( )2 2
2 A+B+ A B +4C

b =
2

− −
. 

Уравнение эллипса постоянства функции f(x,y) можно записать и иначе: 
22

2 2 2
2 2

2 ( )( ) ( )( ) (1 ) .x y yx

x x y y

r x m y m y mx m rλ χ
σ σ σ σ

− − −−
− + = − =  

При этом размеры эллипса на плоскости Oxy не изменятся, если в качестве «па-
раметра размера эллипса» использовать не λ, а соответствующее χ(λ, r). 
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10. Приведём эллипс к главным осям, повернув систему координат по фор-
мулам (А.4) на угол α из (А.3), и сдвинув её на xm  и ym . Тогда “главные сред-
ние квадратические отклонения” 1σ  и 2σ  выразятся через “средние квадрати-
ческие отклонения” xσ  и yσ  следующим образом (проверьте это):  

2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2
2

cos sin 2 sin ,

sin sin 2 cos .
x x y y

x x y y

r

r

σ σ α σ σ α σ α

σ σ α σ σ α σ α

 = + +


= − +
 

Напомним, что след ковариационной матрицы является инвариантом 
преобразования поворота системы координат. Это обстоятельство определяет 
связь дисперсий одного и того же эллипса рассеивания в разных системах ко-
ординат с собственными значениями 2

1σ , 2
2σ  ковариационной матрицы: 

2 2 2 2
1 2 x yσ σ σ σ+ = + . 

В главных осях эллипса коэффициент корреляции 0r = , и плотность 
нормального закона распределения вероятности в этих осях имеет вид: 

2 2

2 2
1 2

1
2

1 2

1( , )
2

x y

f x y e σ σ

πσ σ

 
− +  

 = ⋅ , 

а уравнения эллипсов вероятности имеют вид (λ=χ): 
2 2

2
2 2
1 2

x y λ
σ σ

+ =  

или:  
2 2

2 2
1 2

1
( ) ( )

x y
λσ λσ

+ = . 

Последнее выражение показывает, что размеры главных среднеквадра-
тичных отклонений эллипсов равных значений плотности вероятности для дву-
мерного закона распределения вероятностей пропорциональны размерам их 
главных полуосей с коэффициентом пропорциональности, равным параметру 
размера λ. Это значение определяет высоту соответствующего эллипса, получа-
емого горизонтальным сечением «колокола» Гауссиана. В качестве стандартно-
го размера Гауссиана рассеивания двумерной случайной величины ниже будет 
рассматриваться эллипс при λ=1, с его главными среднеквадратичными откло-
нениями σ1, σ2 и соответствующими им безусловными среднеквадратичными 
отклонениями σx, σy.  

Корреляция 
11. Рассмотрим свойства корреляции рассеивания координат точек при нор-
мальном двумерном распределении вероятностей их рассеивания. Для этого 
напишем выражение для закона плотности условного распределения вероятно-
сти появления величины y при известном x и аналогично – для условной плот-
ности закона распределения вероятностей x при известном y.  

Так как для функции плотности распределения полной вероятности спра-
ведливы её выражения через плотности условных вероятностей и плотности ве-
роятностей условий в виде: 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2, | | ( )f x y f y x f x f x y f y= ⋅ = ⋅ , 
( ( )|f y x  – плотность распределения вероятности величины y при известном x, 

( )|f x y  – плотность распределения вероятности величины x при известном y, 
( )1f x  и 2 ( )f y  – одномерные функции плотности распределения вероятности 

реализации величины условия), то 
22 2

2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )1
2(1 ) 2

2
1

2( , )( | )
( ) 2 1

x y yx x

x yx y x

r x m y m y mx m x m
rx

x y

f y xf y x e
f x r

σ σσ σ σσ π

σ σ π

 − − −− −
 − − + +

−   = =
−

. 

Отсюда получаем: 
2

2

( )( )1
2(1 )

2

1( | )
2 1

yx

x y

y mx mr
r

y

f y x e
r

σ σ

σ π

 −−
− − + 

−   =
−

 

и  
2

2

( )( )1
2(1 )

2

1( | )
2 1

yx

x y

y mx m r
r

x

f x y e
r

σ σ

σ π

 −−
− − 

−   =
−

 

Преобразуем показатель степени экспоненты к следующему виду: 
2

2 2

( ( ))

2 (1 )

2

1( | )
1 2

y
y x

x

y

y m r x m

r

y

f y x e
r

σ
σ

σ

σ π

 
− + − 

 −
−=

− ⋅
. 

12. Мы получили одномерный нормальный закон с условной дисперсией 
2 2 2
| (1 )y x y rσ σ= −  и 2

| 1y x y rσ σ= − , 
и выражение для математического ожидания 

| ( ).y
y x y x

x

m m r x m
σ
σ

= + −  

Аналогично для условного рассеивания величины x  при условии, что y 
известно, имеем: 

2 2 2
| (1 )x y x rσ σ= −  и 2

| 1x y x rσ σ= − , 

| ( ).x
x y x y

y

m m r y mσ
σ

= + −  

13. Эти выражения показывают очень важное свойство нормального закона 
распределения вероятностей: 

 Дисперсия условной вероятности не зависит от условия! Это свой-
ство нормального распределения ошибок позволяет оценивать ожидаемые точ-
ности результатов эксперимента, не дожидаясь выполнения эксперимента.  
14. Однако условные математические ожидания зависят от условия, и 
эти зависимости – линейные. Им соответствуют прямолинейные геометриче-
ские места центров условного рассеивания величин |y x  и |x y  при изменении 
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значений x  и y , соответственно. Эти прямые называются “линиями регрессии” 
(положительными или отрицательными – в зависимости от знака коэффициента 
корреляции r). Их уравнения выглядят следующим образом: 

( ),

( ),

x
x y

y

y
y x

x

x m r y m

y m r x m

σ
σ

σ
σ

 = + −


 = + −

 

или - после преобразований: 

,

.

yx

x y

y x

y x

y mx m r

y m x mr

σ σ

σ σ

− −
=


 − − =

 

Как найти эти линии регрессии на эллипсе? 
Не трудно сообразить, что геометрически линии регрессии должны быть 

диаметрами эллипса, сопряжёнными*) его "координатным" диаметрам (т.е – 
диаметрам, параллельным осям координат x и y), поскольку условные матема-
тические ожидания делят пополам хорды эллипса, параллельные осям x и y. 
15. Здесь пришло время заметить, что в знаменателе уравнения эллипса у по-
казателя экспоненты в функции плотности нормального распределения вероят-
ностей стоят именно условные дисперсии: 

22
2

2 2 2 2 2 2 2
| | | |

2 ( )( ) ( )( )
(1 ) (1 ) (1 )

x y yx

x x y x y x y y x y y x

r x m y m y mx m
r r r

λ
σ σ σ σ σ σ σ σ

− − −−
− + =

− = − = − =
.        

Поэтому плотность нормального закона распределения вероятностей 
компонент x, y двумерного вектора проще записывать и (запоминать) в следу-
ющем виде:  

22

2 2
| || |

( )( ) ( )( )1
2

|

1( , )
2

x y yx

x y y xx y y x

r x m y m y mx m

x y y

f x y e σ σσ σ

πσ σ

 − − −−
 − − +
  = .                    (А.5) 

16. При этом по аналогии с полной вероятностью для двумерного распреде-
ления вероятностей можно определить "полную дисперсию",  равную определи-
телю ковариационной матрицы: ( )2 2 2 2 2 2 2

| | 1x y y y x x x y rσ σ σ σ σ σ= = ∆ = −  и, аналогич-

но, - "полное среднеквадратичное отклонение":     | |x y y y x xσ σ σ σ= =σxσy
21− r . 

Заметим, что наряду с ковариационной матрицей K часто используется 

«корреляционная» матрица 
1

1
r

R
r

 
=  

 
.  

Вопрос: Как построить преобразования матриц K→R и R→K ?  
                                           
*) Напомним, что в эллипсе диаметр, сопряжённый данному диаметру, делит пополам хорды эллипса, парал-
лельные исходному диаметру. 
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3. ГЕОМЕТРИЯ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
17. Покажем, что эллипсы вероятности при любом значении корреляции r  
подобны эллипсу, вписанному в прямоугольник со сторонами, параллельными 
осям выбранной системы координат, и с их размерами, равными xσ  и yσ . По-
кажем, также, что точки пересечения линий регрессии со сторонами такого 
прямоугольника являются именно теми точками, где эллипс касается прямо-
угольника. Геометрически эти факты становятся достаточно очевидными, если 
рассмотреть хорды из определения сопряжённых диаметров эллипса и их пре-
дел при движении точки вдоль линии регрессии к граничной точке на эллипсе. 

Для аналитического доказательства рассмотрим точки ( , )x y , которые 
удовлетворяют следующим условиям: 

,
,

x x

y y

x m
y m r

σ
σ

− = ±
 − = ±

 

и  
,

.
x x

y y

x m r
y m

σ
σ

− = ±
 − = ±

 

Эти точки принадлежат как линиям регрессии, так и эллипсу равной 
плотности вероятности с нормированным параметром размера λ=1: 

22

2 2 2 2 2

2 ( )( ) ( )( ) 1.
(1 ) (1 ) (1 )

x y yx

x x y y

r x m y m y mx m
r r rσ σ σ σ

− − −−
− + =

− − −
 

Теперь покажем, что maxx  лежит на линии регрессии my|x, то есть – на сле-
дующей прямой:  

y

x

y r
x

σ
σ

= . 

Действительно, из системы уравнений, определяющих экстремумы эллипса 

( )

( )

2 2

2 2

2 1 0,

2 1 0,

Ax By Cxy
x

Ax By Cxy
y

∂ + − − =∂
 ∂ + − − =

∂

 

следует, что 
y

x

y C r
x B

σ
σ

= = . 

Иными словами, -  выполняются необходимые условия того, что линия регрес-
сии my|x пересекает эллипс в точках, наиболее удалённых от оси y (при значени-
ях х=± xσ  и y=±r yσ – соответственно). 

Аналогично, для определения координат точки maxy  имеем условие: 
y

x

y A
x C r

σ
σ

= = , 
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Рис. А.4 Координатный прямоугольник 
б    λ 1  

то есть - условие того, что линия регрессии mx|y пересекает эллипс в точках, 
наиболее удалённых от оси x (при значениях у=± yσ  и y=±r xσ – соответственно). 
И отсюда следует (докажите это очевидное  утверждение сами), что касательные к 
эллипсу в таких точках параллельны координатным осям, и поэтому:  
Эллипс «σ-рассеивания» оказывается всегда вписанным в прямоугольник со 
сторонами, параллельными осям координат, с их размерами, равными ±σx и ±σy 
("координатный прямоугольник эллипса рассеивания"  – рис. А.4).  
18. Важно обратить внимание на геометрический смысл коэффициента кор-

реляции r: в координатном прямо-
угольнике точки касания вписанного в 
него эллипса находятся на одинаковых 
относительных расстояниях от осей 
координат, равных именно r.  

Становится понятным, почему 
(как было сказано) при x yσ σ=  эллипс 
всегда одинаково наклонен: точки ка-
сания квадрата x yr rσ σ=  симметричны. 
Параметр корреляции r здесь отражает 
лишь ширину вписанного в квадрат эл-
липса, - с ростом r, линии регрессии 
всё дальше отстоят от полуосей эллип-
са, и менее полным становится эллипс.  

        При r=1 эллипс превращается в диагональ координатного прямоугольника. 
19. Размеры хорд эллипса, параллельные осям y и x (линии регрессии делят 
их пополам), показывают относительно σy и σх размеры одномерного условного 
рассеивания  y|x и x|у, соответственно.  Вертикальные сечения колокола Гаус-
сиана, проходящие через эти хорды эллипса, имеют формы одномерного закона 
плотности распределения вероятностей, но их уменьшающиеся размеры не 
удовлетворяют интегральным условиям нормирования этих кривых 

( ) ( ) 1P x t f t dt
∞

−∞

< = =∫ . 

Не трудно доказать (попробуйте), что центральные хорды эллипса с пара-
метром λ=1 при любом r этим условиям удовлетворяют. И теперь σy|x и σх|y при-
обретают ясный геометрический смысл: им соответствуют точки пересечения 
эллипса с центральными координатными осями (рис. А.4). 
Упражнение 1: Найдите на Рис. А.4 прямоугольные треугольники 

из следующих очевидных  утверждений: 
2 2 2

|

2 2 2
|

( ) ,

( ) .
y y x y

x x y x

r

r

σ σ σ

σ σ σ

 + =


+ =
 

20. Это упражнение отражает одно из полезных свойств геометрии эллипса, 
позволяющее, зная σх, σy и r, без вычислений ("с помощью циркуля и линейки") 
построить 8 точек эллипса в его координатном прямоугольнике. Если, при 
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этом, известны элементы ковариационной матрицы, то можно вычислить и 
определить дополнительно ещё 4 важных точки на эллипсе, соответствующие 
большой и малой его полуосям, после чего опять - с помощью "циркуля и ли-
нейки" легко построить и точки фокусов эллипса (опишите эту процедуру). 
21. Отметим важное свойство геометрии нормального распределения вероят-
ностей: из того, что эллипс вероятности с параметром λ=1 вписан в x,y прямо-
угольник, вытекает, что 

Безусловные среднеквадратичные отклонения xσ±  и yσ±  
являются проекциями эллипса на оси системы координат. 

Это обстоятельство нам понадобится ниже: оно по индукции упрощает 
понимание того, что происходит с распределением вероятностей многомерных 
векторных случайных величин при изменениях координатного базиса, опреде-
ляемых линейными преобразованиями рассматриваемой случайной величины. 

Преобразования переменных многомерного случайного рассеивания 
22. В общем случае нормальный закон плотности распределения вероятности 
многомерного случайного вектора Х с ковариационной матрицей K выводится 
по индукции из свойств одномерного и двумерного рассеивания (∆=|K|): 

( )
11

21
(2 )

TX K X

n
f X e

π

−−
=

∆
. 

23. Линейное преобразование случайного вектора X с невырожденной квад-
ратной матрицей преобразования W образует новый случайный вектор Y=WX с 
другим законом распределения вероятностей. Аналитически рассеивание век-
тора Y описывается преобразованием квадратичной формы в показателе экспо-
ненты для функции плотности распределения вероятностей рассеивания X.  

Поскольку матрица W имеет обратную матрицу U, то можно подставить в 
выражение квадратичной формы значение X в виде X=UY: 

1 1 1Т Т Т Т
X X YX K X Y U K U Y Y K Y− − −= = . 

Таким образом, весовая матрица для случайного вектора Y определяется из*): 
1 1Т

Y XK U K U− −= . 
И тогда ковариационная матрица вектора Y получается из (случай использова-
ния вырожденного преобразования Y=WX будет подробно рассмотрен ниже): 
    1 1Т T

Y X XK U K U WK W− −= = . 
Здесь следует запомнить, где именно стоят знаки транспонирования для каждой 
из преобразуемых матриц. И постараться (например, - исходя из размерности 
величин) ответить на  
Вопрос: почему в преобразованиях из пространства X в пространство Y для 
весовых матриц               используется обратная зависимость - старой пере-
менной X от новой Y (U: Y→X), а для преобразования ковариационных матриц  
KX → KY  нужна прямая связь новой - Y от старой - X (W: X→Y) ?  
                                           

*) Для студента, вникающего в связи наук, заметим, что все матрицы квадратичных форм принадлежат к 
подклассу конгруэнтности A=CTBC из общего класса эквивалентности подобных матриц, определяемых, в 
свою очередь,  соотношением A=C-1BC - с невырожденной матрицей С. 

-1 -1
X YK → K
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Геометрия многомерного нормального распределения вероятностей 
24. Важным свойством линейного преобразования многомерной случайной 
величины является сохранение после преобразования положительной опреде-
лённости и симметрии новой матрицы квадратичной формы с присущим ей 
свойством ортогональности собственных векторов, определяющих положения 
главных осей эллипсов вероятности. Именно эти факты и определяют при ли-
нейных преобразованиях случайных переменных с нормальным распределени-
ем вероятностей факт сохранения их свойств. При этом сохраняются и геомет-
рические свойства функции Гаусса плотности распределения вероятностей. 

Иными словами, при линейных преобразованиях многомерных случай-
ных векторов эллипсоиды их рассеивания превращаются в другие эллипсоиды. 
Использование геометрически свойств эллипсоидов позволяет довольно просто 
определять нужные способы требуемых преобразований вероятностей, и обрат-
но – известные свойства. нормального распределения вероятностей позволяют 
уточнять геометрические свойства преобразуемых эллипсоидов.  
25. По аналогии с двумерным случаем легко представить, что в многомерном 
декартово-координатном пространстве эллипсоиды равной плотности нормаль-
ного закона распределения вероятностей вписаны в многомерный координат-
ный параллелепипед, образуемый гиперплоскостями, ортогональными осям ко-
ординат. Размеры этого прямоугольного координатного «ящика» вдоль каждой 
из осей координат пропорциональны размерам одномерных среднеквадратич-
ных отклонений iσ±  (i =1..n, где n – размерность «облака» случайного вектора) 
наибольшего рассеивания вдоль каждой из координатных осей. Этот размер 
безусловного  σ-отклонения от центра эллипсоида вдоль выбранной коорди-
натной оси соответствует предположению о реализации любых возможных 
значений отклонений остальных компонент случайного вектора, ограниченных 
вероятностью быть внутри эллипсоида с размерами, соответствующими вы-
бранному значению плотности вероятности. 
26. В свою очередь, соответствующие значения величин безусловных дис-
персий одномерных вариаций координатных компонент многомерного случай-
ного вектора равны квадратам величин проекций исходного многомерного эл-
липсоида с параметром λ=1 на орты этих координатных направлений (анало-
гично двумерному рассеиванию – см. выше рис. А.4). Но поскольку выбор 
направления осей системы координат, в которой описывается многомерное 
случайное «облако», произволен, то правило «безусловная дисперсия = квад-
рат проекции эллипсоида λ=1» определяет σ-рассеивание многомерной 
случайной величины в любом выбранном направлении этого многомерно-
го пространства. Отсюда следует простое геометрическое правило:  
Для определения величины дисперсии выбранной скалярной функции h(r) 
многомерного случайного вектора L с ковариационной матрицей KL нужно 
спроектировать эллипсоид KL на направление вектора-строки w=grad h(r) и 
умножить полученную величину на |w|.   

Аналитически это означает, что: 2 T
h Krw wσ = . 
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27. В свою очередь, геометрически очевидно, также, что: 
•    Проекции эллипсоида рассеивания многомерной случайной величины на 
координатные плоскости образуют двумерные прямоугольные ящики, с их гра-
ницами, определяющими значения безусловного σ-рассеивания двумерного 
распределения вероятностей соответствующих координат.  
•    Проекции эллипсоида рассеивания многомерной случайной величины в 
трёхмерном координатном пространстве образуют трёхмерные эллипсоиды 
нормального распределения вероятностей рассеивания выбранных троек коор-
динат. И так далее по индукции … 
•    После любого линейного преобразования в виде X=UY в новом коорди-
натном базисе, зависящем от градиентов преобразования (векторов строк мат-
рицы U), сохраняется свойство ортогональности нового многомерного коор-
динатного ящика для нового эллипсоида рассеивания.  
•    При этом, в общем случае:  
o Эллипсоид λ=1 касается гиперплоскостей координатного ящика точками 

линий регрессии mk | (i=1..n, i≠k). 
o Эллипсоид λ=1 отсекает на осях координат отрезки, равные условным 

среднеквадратичным отклонениям σk | (i=1..n, i≠k) при условии, что известны 
остальные координаты случайного вектора (напомним, что это следует из 
аналога формулы (А.5), где в знаменателях уравнения эллипсоида стоят 
именно условные дисперсии, величина которых для каждой координаты 
определена равенством нулю всех остальных координат). 

28. Отсюда следует, что аналитически  
Любое «менее мерное» распределение вероятностей компонент случайного 

вектора описывается выбираемым подмножеством строк и столбцов    
исходной многомерной весовой матрицы K-1  

и - соответственных строк и столбцов ковариационной матрицы K. 
Задания: 1. Напишите уравнение линии регрессии для трёхмерного случая. 

 2. Определите геометрический образ и аналитическое выражение 
для коэффициента корреляции rij (например, r11). 

Геометрия процедур модификации случайных векторов 
29. Из вышесказанного ясно, что в простейшем случае лишь поворота декар-
товых осей многомерной системы координат параметры нового закона распре-
деления вероятностей соответствуют простому проектированию старого эллип-
соида вероятности на новые (повёрнутые) оси и/или - их координатные гипер-
плоскости и пространства меньшей размерности. 

Этот случай чаще всего реализуется при приведении параметров ковари-
ационной матрицы к диагональному виду, а размеров координатного ящика – к 
главным осям эллипсоида. Тогда процедура проектирования совпадает с опре-
делением размеров главных осей эллипсоида, вектор математического ожида-
ния не изменяется, коэффициенты корреляции обнуляются, величины без-
условных и условных дисперсий совпадают. 



20 
 

Рис. А.5 Вырожденное двухмерное рассеивание 

30.  Важен и другой случай - более экзотический, но возможный. Пусть все 
коэффициенты корреляции многомерного закона рассеивания rij=1, в то время, 
как диагональ ковариационной матрицы имеет не нулевые элементы. Что это 
означает? Геометрически это соответствует вырождению многомерного эллип-
соида в отрезок диагонали его «ящика», над которой располагается вырожден-
ная «верхушка колокола» в виде плоского одномерного Гауссиана (Рис. А.5). 

 Иными словами, в таком 
случае с самого начала в вероят-
ностном пространстве существова-
ла только одномерная случайная 
величина (в виде её плоского Гаус-
сиана), описанная многомерным 
случайным вектором с его проекци-
ями на оси неудачно выбранной си-
стемы координат. 

Выполнение поворота систе-
мы координат до совпадения оси x с 
направлением рассеивания превра-

щает в нули все элементы ковариационной и весовой матриц кроме верхнего 
диагонального члена. 
31. Пример: Рассмотрим ковариационную матрицу трёхмерной случайной 
величины с единичными безусловными дисперсиями и полной корреляцией коор-
динатных отклонений: 

      || 1 1 1 || 
K=   || 1 1 1 || 
      || 1 1 1 || 
Для определения величин и направлений главных дисперсий такого рассе-

ивания требуется определение корней характеристического полинома матри-
цы K, собственных чисел этой матрицы и собственных векторов в исходном 
координатном базисе (сделайте это!). 

Геометрически, однако, очевидно, что такой матрице соответствует 
одномерное распределение, «эллипс рассеивания» которого представляет со-
бой отрезок диагонали кубического ящика со стороной, равной единице. Гео-
метрически очевиден, также и требуемый поворот для приведения ковариаци-
онной матрицы к диагональному виду:  

      || 3 0 0 || 
K=   || 0 0 0 ||. 
      || 0 0 0 || 
Этот пример показывает, как в ряде случае геометрические соображе-

ния позволяют достаточно просто определять не только параметры рассеи-
вания, но и собственные числа ковариационной матрицы (в данном случае они 
равны 3 и 0) и - единственный собственный вектор матрицы K (очевидно, что 
в данном случае он равен {1 1 1 }T.     

Подтвердите это аналитически и докажите существование здесь лишь 
одного собственного вектора (подсказка: следует вспомнить свойства соб-
ственных векторов матрицы и найти здесь их нарушение). 



21 
 

32. В общем случае при линейном преобразовании центрированной функции 
плотности нормального распределения вероятности одновременно изменяются 
как ориентация, так и размеры отклонений вдоль осей базиса многомерного 
случайного вектора. Известно [3, с.132], что матрица W такого («центроаффин-
ного») преобразования y=Wx всегда может быть разложена на композицию ор-
тогонального (поворот) и положительного самосопряжённого (растяжение) 
операторов.  
Вопрос: Коммутативны ли операции координатного поворота и масштабирования 
закона распределения вероятностей случайного вектора? 

В результате - происходят поворот и растяжения пространства случайных 
векторов и соответственно - ящика многомерного эллипсоида рассеивания. 
33. Очень часто процедурой линейного преобразования приходится пользо-
ваться для определения величины рассеивания одномерной функции многомер-
ного случайного вектора. Но в таком одномерном случае существует проблема: 
нужно определить рассеивание вектора Y=WX с использованием матрицы W, 
которая в случае скалярной искомой величины не обратима, поскольку пред-
ставляет собой лишь вектор-строку. Иными словами, возникает вопрос: как 
применять правила преобразования квадратичной формы, если ищутся 
параметры случайного вектора или скаляра Y меньшей размерности, чем 
размерность порождающего его вектора X*) (т.е. матрица W имеет число 
строк меньше, чем число столбцов)?  
34. Ответ заключается в некотором «трюке», который обычно не оговарива-
ется. По умолчанию якобы выполняются следующие операции: 

1. Строится ортогональное дополнение прямоугольной матрицы преобра-
зования до квадратной матрицы полной размерности исходного пространства: 

0
W

0
W

W⊥

 
=  

 
 – здесь W квадратная матрица и существует 1WU −= . 

2. Выполнение преобразования квадратичной формы для весовой матри-
цы 1

XK −  (матрицы коэффициентов уравнения исходного эллипсоида): 
1 1Т

XK U K U− −=y  
3. Вычисляется ковариационная матрица фиктивного вектора Y путём об-

ращения весовой матрицы  
11 YK С

K K
С K

−−

⊥

 
  = =   

 
y y . 

4. Из матрицы Ky вычёркиваются все строки и столбцы, кроме клетки YK , 
являющейся искомой проекцией преобразованного эллипсоида yK  на новые 
оси координат пространства Y, повёрнутые в соответствии с матрицей W: 

. 
                                           
*) Не менее частый случай, когда размерность вектора Y много больше размерности вектора X подробно рас-
сматривается ниже. 

Y
Y

K С
K

С K⊥

 
=  
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Часто формальной записью этой пошаговой процедуры, которая только 
предполагается, но не упоминается, является такое выражение: 

T 1 1 Т[ ]Y X XK U K U WK W− −= = . 
35. Пример: Определим вариацию величины интеграла энергии h в Кеплеро-
вом приближении, получаемую в начале траектории полёта к Луне в резуль-
тате ошибок управления полётом ракеты на активном участке траектории. 
Ошибки вектора LT={x,y,z,Vx,Vy,Vz} декартовых координат и компонент ско-
рости полёта в момент выключения двигателя последней ступени ракеты 
описываются ковариационной матрицей шестимерного эллипсоида рассеива-
ния: 

2

2

2

0 2

x xy x y xz x z xVx x Vx xVy x Vy xVz x Vz

xy x y y yz z y yVx Vx y yVy Vy y yVz Vz y

xz x z yz z y z zVx Vx z zVy Vy z zVz Vz z

xVx x Vx yVx Vx y zVx Vx z Vx VxVy Vx Vy VxVz Vx Vz

xVy x Vy yV

r r r r r

r r r r r

r r r r r
K

r r r r r

r r

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ

=

2

2
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. 

Случайность величины искомой скалярной величины интеграла энергии h 
определена её зависимостью от случайной величины шестимерного вектора L. 

Геометрически процедура ответа заключается в проектировании эллип-
соида рассеивания LT 1

0K − L=1 исходного случайного вектора параметров тра-
ектории полёта L на направление вектора градиента функции интеграла энер-
гии этих параметров h=V2/2-µ/r в исходном многомерном пространстве с по-
следующим выполнением требуемых растяжений (умножений на модуль вели-
чины градиента). Аналитически эта операция заключается в определении 2

hσ . 
Вектор u градиента интеграла энергии h в пространстве L имеет вид: 

T

3

3

3
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 ∂
   ∂   
 ∂  
   ∂   
 ∂   = = = = ⋅   ∂
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Искомая проекция (величина рассеивания интеграла энергии) определяется из 
правила преобразования ковариационной матрицы:   T2

0h Kσ = ⋅ ⋅u u .  
Вопрос (на внимание):  Почему транспонирование оказалось слева, а не справа? 
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4. ВЕРОЯТНОСТЬ ПРИСУТСТВИЯ ТОЧКИ ВНУТРИ ОБЛАСТИ РАССЕИВАНИЯ 
36. Отметим важную особенность вероятностного пространства Колмогорова 
(множества элементов с подмножествами классов случайных событий («экспе-
риментов») и с вероятностями выборки из каждого класса лишь единственного 
элемента («случайного результата эксперимента»)). Важно понять, что в фор-
мализме математической теории вероятности ответ не однозначен до тех пор, 
пока не оговорены подробности наблюдаемого случая. Иными словами, ответ 
зависит от типа объектов и, главное, от способа их выборки в некотором мыс-
лимом эксперименте.  
37. Хорошим примером этому служит определение вероятности точки (x,y) 
быть внутри заданной области. Эта вероятность определяется двойным инте-
грированием функции плотности распределения вероятностей значений вели-
чин координат x,y в пределах границ выбранной области:  

( , )

P( ) ( , )
Об x y

Об f x y dxdy= ∫∫ . 

Для нормального закона функции f(x,y) соответствующий мыслимый ве-
роятностный эксперимент заключается в том, что «бросаются кости» для вы-
борки случайной пары координат и суммируются вероятности только тех полу-
чаемых точек, которые оказываются внутри эллипса заданной вероятности. 

Круговое рассеивание 
38.  Рассмотрим частный случай для двумерного нормального рассеивания. 
При σ σ σ1 2= =  и r 0=  двумерное круговое рассеивание со случайным радиу-
сом R и с его случайным углом направления α.  

Постановка задачи определения вероятности ситуации «внутри-снаружи» 
для эллипса рассеивания и для окружности мишени совпадают, но вероятност-
ные характеристики у них разные. Это легко понять: случайные координаты x,y 
могут иметь разные знаки, но размеры случайных радиусов окружности только 
положительны. Поэтому распределение вероятностей рассеивания величин мо-
дулей двумерных радиусов-векторов точек x, у – не Гауссово.  
39. Это распределение хорошо известно в физике, как распределение Рэлея*)  
Если измерять радиус отклонения от центра в единицах рассеивания λ= R /σ, то 
плотность распределения Рэлея имеет вид (рис. А.6):     

2

2( )f e
λλλ

σ

−

= . 

Это выражение интегрируется, и вероятность попадания в круг, радиуса λ есть: 
2

2P( ) 1 e
λ

λ
−

= − . 

                                           
*) Распределение длины вектора с независимыми нормально распределёнными компонентами в 2D–векторном 
пространстве получено  в 1880 г. Д.У.С. Рэлеем, а в 3D-векторном пространстве в 1860 г. – Д.К. Максвеллом. 
Их графики имеют разные производные в нуле (соответственно, - конечное и нулевое), а и их отличие опреде-
ляется разным числом степеней свободы рассеивания в распределении χ2, частными случаями которого эти 
распределения являются.  
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При этом, математическое ожидание попадания в круг радиуса λ равно:  

0

( ) 1,25
2

m f dρ
πλ λ λ

∞

= = ≈∫ . 

Иначе: радиус круга, в котором в среднем будет находиться точка, равен 

1,25среднееR σ= . 
Упражнение 2: Используя распределение Рэлея, рассчитайте 10 радиусов 

окружностей мишени для стрельбы так, чтобы вероятности 
попадания в полосы между окружностями были равны. 

Вероятность попадания случайной точки внутрь эллипса рассеивания 
40. Посмотрим теперь, как определить вероятность принадлежности точки 
( ),x y  внутренности эллипса равной плотности вероятности ( )λ∋ , где λ  – па-
раметр размера эллипса. 

Искомая вероятность точки (x,y) быть внутри эллипса определяется 
двойным интегрированием функции плотности в пределах его границ:  

( )

P( ) ( , )f x y dxdy
λ

λ
∋

= ∫∫  

Поскольку функция плотности f(x,y) Гаусса в декартовых координатах не 
интегрируема, то описываемую вероятностную задачу удобнее сформулировать 
не в виде задачи определения вероятности положения компонент случайного 
вектора {x,y} внутри эллипса, а в виде задачи о рассеивании в полярной систе-
ме координат случайного вектора {ρ,α} - пары значений случайной длины и 
случайного направления радиусов-векторов точек (x,y).  

cos ,
sin .

x

y

x m
y m

ρ α
ρ α

− =
 − =

 

 Рис. А.6         Плотность распределения Рэлея  
для длин радиусов кругового рассеивания 
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41. Здесь мыслимый вероятностный эксперимент другой: бросаются кости 
для определения случайной длины радиуса точки под Гауссианом от центра и 
для всех возможных направлений суммируются вероятности выпадения тех по-
лучаемых векторов, которые оказываются внутри эллипса. При таком подходе 
задача практически сводится к одномерной, поскольку вероятность принад-
лежности случайных направлений области 2π очевидна: она равна 1.  

42. Замена декартовых координат {x,y} на полярные координаты {ρ,α} в 
функции плотности вероятности рассеивания точек, подчиняющихся двумер-
ному нормальному закону распределения значений их координат в декартовой 
системе Oxy, разделяет переменные в показателе степени у экспоненты: 

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

cos 2 cos sin sin .
(1 ) (1 ) (1 )x x y y

r s
r r r

α α α αρ ρ λ
σ σ σ σ

 ⋅
− + = =  − − − 

 

Это позволяет, интегрируя по α в пределах 0..2π и по ρ в пределах эллипса 
(ρ≤λ/s), получить новый вид для функции полной вероятности быть внутри эл-
липса Э(ρ,α,λ) с параметром λ:   

2
22 /

2
2 0 0

1P( )
2 1

ss

x y

e d d
r

ρ
π λ

λ ρ ρ α
πσ σ

−
= ⋅ ⋅

−
∫ ∫ . 

Интегрируя это выражение по ρ, имеем: 
2

2 2

22 0

1P( )
2 1x y

e d
sr

λ

π αλ
πσ σ

−
−

=
−

∫ .                                                               (А.6) 

 
43. Далее (обратите внимание!) используется известный (и полезный для 
применения и в других вероятностных задачах) «трюк» [7], позволяющий заме-
нить оставшееся интегрирование тригонометрических функций вероятностным 
соображением, делающим заранее известным результат этого интегрирования. 
Как было упомянуто, вероятность принадлежности подынтегральной функции 
в (А.6) пределам интегрирования равна 1. Эта вероятность равна:  

2

22 0

1P(0 2 ) 1
2 1x y

d
sr

π αα π
πσ σ

≤ ≤ = =
−

∫ . 

Отсюда 
2 2

20
2 1x y

d r
s

π α πσ σ= −∫ , и тогда   
2

2P( ) 1 e
λ

λ
−

= − . 

Т. об. вероятность попадания случайного вектора во внутрь эллипса равной 
плотности вероятности интегрируема и зависит только от его параметра λ.  
44. Как и следовало ожидать, эта зависимость совпадает с выражением для 
вероятности, получаемой из распределения Релея при λ=ρ⋅s=R/σ, поскольку 
окружность является частным случаем эллипса. 
 Вместе с тем заметим, что параметр λ зависит от r,σx и σy. Поэтому для круга и 
площади внутри сжатого и наклонённого эллипса значения λ не совпадают 



26 
 

45. Из сказанного вытекает удобный способ отображения λ-эллипса на круг 
кругового рассеивания с радиусом, равным λ  (рис. А.7).  

.                              
Упражнение 3: Вычислите вероятность попадания в отрезок ±3σх с центром в 

mx при y=σy=my=0. Можете предсказать ожидаемый результат? 

46. Важно отметить, что вероятности попадания в круг или эллипс с пара-
метрами λ=σ, 3λ σ= , и λ=Е, 4Eλ =  вычисленные по формуле Рэлея, заметно 
меньше чем в случае одномерного закона:  

( )P 1 0.393λ = = , а не pσ=0.68,  как в случае одномерного распределения; 

( )P 3 0.989λ = = , а не p3σ=0.993 для рассеивания одномерного распределения; 

( )P 0.675 0.204λ = = ,    а не pЕ=0.5,  как в случае одномерного распределения;  

( )P 4 0.675 0.974λ = ⋅ = , а не p4Е=0.993  для ±4Е одномерного распределения. 

47. И снова  видно, что  
Вероятности попадания в эллипс размером 4E или 3σ  

уменьшаются с увеличением размерности случайной величины! 
Это обстоятельство, как и раньше, отражает факт увеличения числа сте-

пеней свободы при увеличении размерности пространства рассеивания случай-
ной величины. 

48. Приведём здесь доверительные значения вероятностей попадания в дву-
мерный эллипс рассеивания: 

( ) 0,5p λ =  при 2ln 0,5 1,177λ = − = ,         то есть    0,5 1,177 1,75Eσ∆ = = . 

( ) 0,993p λ =  при 2ln 0,007 3,151λ = − = , то есть    max 3,151 4,67Eσ∆ = = . 

( ) 0,997p λ =  при 2ln 0,003 3,42λ = − = ,   то есть    max 3,42σ∆ = , а не 3σ , - как 
в случае одномерного нормального закона распределения вероятностей. 

Рис. А.7     Отображение эллипса 
на равновероятный круг 
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Б. МЕТОДЫ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
49. Представляется крайне удивительным тот факт, что способ наименьших 
квадратов и свойства нормального распределения вероятностей были открыты 
Ф.Гауссом в 1794 г в возрасте 17 лет [1]. Но ещё более удивительно, что за 
прошедшие два века не был найден метод обработки, который так или иначе не 
был бы сводим к среднеквадратичному осреднению.  

Способ наименьших квадратов, метод максимума правдоподобия, метод 
нормальных мест, итерационный и рекурсивный алгоритмы Гаусса, фильтр 
Калмана-Бьюси, Фурье-сглаживание – все эти методы являются методами 
среднеквадратичного осреднения при различных предположениях. И для их ис-
пользования, прежде всего, следует проверять выполнимость принятых пред-
положений.  

Ниже приведен обзор содержания и особенностей наиболее распростра-
нённых методов квадратичного осреднения для задачи определения параметров 
модели измеряемых величин.  

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ОЦЕНОК 
50. Рассмотрим основные понятия теории оценок. 
Оценка – всякая функция результатов опыта, которая может быть принята за 

искомую вероятностную характеристику α̂  некоторого параметра α. 
Искомыми вероятностными характеристиками параметра α являются статисти-
ческие параметры:  М.О. α = mα и среднеквадратичное отклонение ασ . 
Несмещённая оценка – математическое ожидание mα  совпадает с искомым 

истинным значением α̂ математического ожидания параметра α. 
Смещённая оценка – математическое ожидание mα  оценки не совпадает с ис-

комой характеристикой α̂ , отличаясь от неё на некоторое значение. 
Оптимальная оценка – оценка математического ожидания ( )m tα

  искомой ве-
личины α, такая, что 

( )
1 0

ˆ ( , ) ( )
Tn

v v
v

m t P t S S dSα α
=

= ∑∫  и  

      ( ) ( ) min
p

m t m t
υ

α α− = , 

где ( , )P t Sν   – функция веса измерений ( )tνα , n  – число измерений, а   – нор-
ма в некотором смысле. 
Состоятельная оценка параметра α  – оценка ˆ ( )nα ψ , которая сходится по ве-

роятности к α  при n → ∞  (где nψ  – вектор из n  измерений величины ψ ),  

( )ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )m f dα α α ϕ α
∞

−∞

= ⋅ =∫ψ ψ ψ ψ , 

где ( , )f αψ  – плотность распределения вероятности.  
Математическое ожидание состоятельной оценки зависит от истинного значе-
ния α . Для несмещённой оценки верно равенство ( )ϕ α α= . 
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Эффективная оценка параметра α  – такая оценка α̂ , которая обладает мини-
мальной дисперсией. Для любой другой оценки 1α̂  выполняется неравенство 

( ) ( )2 2
1ˆ ˆm mα α α α− ≤ −  для любого α . 

Эффективность оценки определяется следующим соотношением: 

2
2

2

( ) 1
ln ( , ) ˆ( )

r
d fm m

d

ϕ α
α α α

α

= ≤
 

⋅ − 
 

ψ
,  

где r  – коэффициент корреляции между несмещённой эффективной оценкой и 
какой–либо другой несмещённой оценкой.  
Если 1r = , то оценка является эффективной.  
Коэффициенты корреляции двух несмещённых эффективных оценок равны. 
Отсюда следует единственность  несмещённой эффективной оценки.  
51. Следует помнить, что 
Любая оценка не может содержать больше информации об определяемом па-
раметре α , чем содержится информации в результатах ψ оценочного опыта.  

 Максимум правдоподобия оценки 
52. Оценка по максимуму правдоподобия в статистике измерений ψ форму-
лируется следующим образом. 

Оценка α̂  – это есть то искомое α , при котором условная плотность ве-
роятности определяемых параметров ˆ |α ψ  (получение оценки α̂  из опыта) 
максимальна. Это означает, что параметр α̂  лучше всего «согласует» наблюда-
емую выборку ψ  между собой, и показатель экспоненты нормального закона 
параметрического распределения вероятностей ˆ|αψ  – максимален. В этом 
случае  

ln ( )
0

d f
d

α
α

=
ψ

.         (Б.2) 

Иными словами, ищется такой параметр α̂ , который максимальным обра-
зом сжимает гистограмму выборки полученных измерений вокруг значения 

ˆ( )ψ α . 
53. Если существует наилучшая эффективная оценка, то ˆ ˆ ( )α α= ψ  – един-
ственное решение. Если не существует наилучшей эффективной оценки, то из 
(Б.2) следует, что ˆ ( )kα φ= ψ , и решений много. Это означает плохую наблюда-
емость параметра α  по наблюдениям ψ.  

54. Выше было отмечено, что центрированные эллипсоиды сечений много-
мерного Гауссиана определяют минимальный размер области рассеивания слу-
чайной величины. Таким образом, геометрически:  

Метод максимума правдоподобия в случае нормального распределения  
сводится к поиску расположения и ориентации минимального эллипсоида,  

охватывающего полученное облако измерений. 
Центр такого эллипсоида и определяет искомую оценку α̂ . 



29 
 

ψ̂

2. ПРОСТЕЙШИЕ СПОСОБЫ ОСРЕДНЕНИЯ ИЗМЕРЕНИЙ 
55. Рассмотрим простейший случай, когда производятся прямые измерения 
искомой случайной величины ψ с вычислением её оцениваемой величины ψ̂  
(оценка ψ̂  является математическим ожиданием измерений ψi с их ошибками 
δψi). Прировняем ошибки δψi  отклонениям измерений от их среднего значения, 
предполагаемого с наибольшей вероятностью равным искомой оценке ψ̂ : 

ψ̂i iδψ ψ= − . 
Тогда центрированная плотность вероятности величины получаемого из-

мерения iψ  равна 
2
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if e
δψ

σψ
σ π

−
= . 

56. Если имеется m независимых однородных измерений одной и той же ве-
личины ψ, то вероятности их появления умножаются: 
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Найдём такое математическое ожидание величины  , при котором для 
полученного вектора измерений ψ  плотность вероятности будет 
максимальной. Для этого следует определить необходимые условия существо-
вания максимума показателя экспоненты, которые заключаются в условиях 
минимума квадрата отклонения от принятой оценки этого минимума: 
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i
iψ

ψ
=

−∑ . 

Необходимые условия искомого минимума : 
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1
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ψ
ψ

m

i
i

ψ
=
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Из этого равенства следует формула для вычисления оценки ψ̂ : 

1

m

i
i

m

ψ
=ψ =
∑

  , 

представляющее собой обычное выражение для величины среднего значения 
ряда величин. 
57. Если имеется m зависимых разнородных измерений одной величины ψ, то 
центрированная плотность вероятности вектора измерения ψ  равна (здесь учи-
тываются корреляционные связи погрешностей измерений): 
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ψψ ψ

ψ

ψ ,        (Б.1) 

где 
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Средняя матрица с её диагональю, нормированной среднеквадратичными 
отклонениями компонент случайного вектора, как уже было сказано (см. выше 
раздел А.1.), носит имя «корреляционной матрицы». Её элементами являются 
коэффициенты взаимных корреляций вариаций компонент случайного вектора.  
58. Наиболее вероятное значение вектора ψ  снова получается из условия 

1 1min( )Kδ δ−
ψψ

ψ ψ . В случае, когда в измерениях есть корреляция, то есть R E≠ , 

обозначим матрицу 1K −
ψ  следующим образом: 
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Тогда оценка величины ψ  будет равна 
m m
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59. В частном случае, если имеется m независимых разнородных измерений 
Ψi , то R E= , а матрица 1K −

ψ  будет иметь следующий вид: 
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В этом случае наиболее вероятная оценка величины ψ  будет являться 
средневзвешенным значением суммы измерений, взятых с их весами pi. 
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 . 

 Очевидно, что вес измерения pi тем больше, чем меньше его погрешность. 
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3.  СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ИЗМЕРЕНИЙ 
60. Наиболее общий случай измерений отличается от описанных выше тем, 
что доступные измерения ψ несут лишь косвенную информацию о некотором 
искомом случайном векторе α. В этом случае, когда прямые измерения величин 
компонент вектора α недоступны оценка последних выполняется с 
использованием модели связи ψ(α) доступных измерений ψ с компонентами 
оцениваемого вектора α  Такой метод оценки предполагает, что доступные из-
мерения косвенно связанных с α величин ψ обеспечивают определение иско-
мых величин α. Это означает, что число измерений (размерность вектора ψ) 
должно быть не меньше числа определяемых параметров (размерности вектора 
α) и между этими векторами не должно быть заметной линейной зависимости. 
Иными словами, – должна быть наблюдаемость параметров α измерениями ψ. 
61. Обычно предполагается, что ошибки измерений не велики и лежат в ли-
нейной окрестности истинных значений измерений. Поэтому наиболее распро-
странённые методы осреднения сводятся к простым линейным соотношениям. 
Однако связь определяемых параметров и измеренных величин не обязательно 
линейная. Она нелинейная, если действительные их значения далеки от приня-
того первого приближения. Поэтому в общем случае задача фильтрации оши-
бок измерений не является удобной линейной задачей. В дальнейшем мы рас-
смотрим связанные с этим обстоятельства и методы, но здесь пока ограничимся  
рассмотрением  классического случая линейной фильтрации. 
62. При линейной связи параметров α и ψ в качестве параметров будем рас-
сматривать их значения α и ψ в линейной окрестности некоторых α0 и ψ0 (т.е. - 
ниже под обозначениями α и ψ понимаются векторы α:=α-α0 и ψ:=ψ-ψ0). Если 

       ψ(α)=U⋅α, 
то в рамках линейности такой же зависимостью связаны и их вариации δψ и δα  
(ошибки измерений ψ и связанные с ними погрешности знания компонент α):  

       δψ(δα)=U⋅δα 
Поэтому в дальнейшем мы не будем отличать разными символами величины 
компонент ψm и δψm, αn и δαn рассматриваемых векторов и их ошибок истинно-
сти их знания, отмечая их отличие лишь в случае необходимости. Иными сло-
вами, далее везде смысл используемых обозначений ψ и α для линеаризован-
ных векторов или их инструментальных погрешностей зависит от контекста. 
63. Для определённости задача модельной фильтрации измерений ниже рас-
сматривается на примере задачи определения элементов орбиты космического 
аппарата по косвенным данным измерений параметров его движения.  

Легко понять, что нет способа прямых измерений элементов орбиты или 
гелиоцентрических координат и компонент скорости полёта. Поэтому в косми-
ческой технике (как и во многих других случаях) приходится довольствоваться 
лишь косвенными измерениями. Обычно это –  «наклонные дальности» от 
пункта наблюдения (вращающегося вместе с Землёй) до космического аппара-
та, его радиальные («допплеровские») скорости, наблюдаемые из этого пункта, 
и различные угловые параметры видимости космического аппарата. 
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64. Будем предполагать, что состав измерений достаточно широк, измерения 
выполняются в большом количестве, и есть априорные предположения об ожи-
даемых значениях определяемых параметров. Будем предполагать, также, что 
модель связи измерений с определяемыми параметрами не точна, и что воз-
можные ошибки измерений δψ содержат не только случайные, но и системати-
ческие составляющие. В этих предположениях следует определить не только 
наиболее вероятные оценки величин определяемых параметров α̂ , но и оста-
точные погрешности ∆ α̂  знания этих величин. 
65. Каждое измерение ψi ограничивает в линейном приближении значения 
параметров α модели наблюдаемого процесса своим «условным уравнением» [5]  

ui,⋅ α=ψi ,   i=1…m. 
Здесь iu  есть вектор-строка длины n, представляющая собой компоненты век-
тора градиента величины измерения ψi, в n-мерном α-пространстве, α – вектор-
столбец (длины n≤m ) значений параметров модели наблюдаемого процесса.   

Число m таких "условных уравнений"  должно быть не менее числа n ис-
комых α-параметров модели процесса, но при большом числе измерений их бу-
дет много больше. Соответствующая система условных уравнений имеет вид: 

α ψU ⋅ = ,           (Б.3) 
где прямоугольная матрица U  m×n содержит m векторов-строк градиентов iu , 
α –n-мерный вектор параметров модели движения, а ψ  – случайный m-вектор 
измеренных значений iψ . Из-за ошибок измерений и погрешностей модели 
("мешающих параметров" – см. ниже), эта система оказывается несовместной. 

Способ наименьших квадратов (метод максимума правдоподобия) 
Найдём оценку вектора параметров α̂  при условии известных значений 

измерений ψ  с их ковариационной матрицей Kψ .    
66. В соответствии с правилом Байеса априори случайные значения компо-
нент «длинного» m-мерного вектора измерений ψ группируются около их мо-
дельных значений ψ =U α̂⋅ , в то время, как апостериорные (после получения из-
мерений) параметры «короткого» n-мерного вектора α, соответствующие полу-
ченным измерениям, рассеиваются вокруг α̂=U-1 ψ⋅  (по поводу обращения пря-
моугольной матрицы U-1=W вспомним сказанное в фрагменте лекций 34.*)) .  
67. В то же время, максимум вероятности совместного появления совокупно-
сти измерений ψ соответствует вектору ψ , дающему минимум квадратичной 
формы (Б.1) для вектора ψ случаев измерений: 

1ˆ ˆ: min ( ) ( )ψψ
ψ ψ ψ ψ ψT K − − − 

 .  

Преобразуем это условие для случайного вектора α с учётом условия наиболь-
шего правдоподобия рассеивания  ψ- ψ  = ψ-U α̂⋅ . Тогда имеем:  

1

ˆ
ˆ ˆ ˆ: min ( ) ( )ψα
α α α α αT TU K U− − −  . 

                                           
*) Далее такие ссылки будут приводиться в виде – ф.34.. 
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68. Для определения наиболее вероятной оценки α̂  должно выполняться ра-
венство нулю производных элементов этой квадратичной формы по элементам 
вектора α̂ : 

( ) ( )1ˆ ˆ 0
ˆ i

α α
α

T TU K Uψ
−∂  − − = ∂

α α . 

Подобное дифференцирование заключается в частном (по элементам век-
тора α̂ ) дифференцировании скалярных произведений векторов (α- α̂ ) с векто-
рами градиентных строк матрицы U - при условии, что отображения измерений 
в α - постоянные числа. При дифференцировании этих скалярных произведений 
исчезают только векторные скобки, а компоненты строк-градиентов в U оста-
ются (вспомните или проверьте это утверждение векторного анализа). В ре-
зультате получаем следующие уравнения: 

( ) ( )1 1ˆ ˆ 0α-α α-α TT TU K U U K Uψ ψ
− −+ = .  

В силу симметричности матрицы 1TU K Uψ
− левый и правый слагаемые 

этого выражения приводят к одному и тому же n-мерному вектору, записанно-
му в столбец или в строку. Необходимые условия искомого оптимума говорят, 
что  этот вектор должны быть нуль-вектором.  

Таким образом, оба слагаемые выражения для производной приводят к 
одной и той же системе уравнений;   

ˆ-1 -1
ψ ψα αT TU K U U K U= .  

Заменяя в правой части случайный вектор α его прообразом - вектором  
ψ  (т.е. - используя систему условных уравнений (Б.3): U =α ψ ), получаем си-
стему уравнений для решения методом квадратичного осреднения задачи опре-
деления искомых компонент n-мерного вектора по косвенным измерениям. 
            1 1α̂ ψT TU K U U Kψ ψ

− −=        (Б.4) 
Вопрос:  Как будет выглядеть аналогичная система для случая прямых из-

мерений n-мерного вектора определяемых параметров? 
69. Полученная система (Б4) представляет собой основное выражение для 
двух известных методов модельной обработки экспериментальных данных:  
- способа наименьших квадратов («СНК») (когда матрица Kψ  - диагональная), 
- метода максимума правдоподобия («ММП») (матрица Kψ  - недиагональная).  

Эта система обычно называется «системой нормальных уравнений» или 
просто «нормальной системой». По видимому, это название связано с тем, что в 
отличие от несколько «ненормального» вида несовместной системы условных 
уравнений с её прямоугольной матрицей U, выражение (Б.4) слева содержит 
уже n×n-квадратную и обращаемую  («нормальную») матрицу и соответственно 
-  n-мерный столбец правых частей системы. 

Из решения нормальной системы уравнений следует выражение для 
оценки вектора параметров α̂  через вектор случайных величин ψ : 

1-1 -1ˆ T TU K U U Kψ ψ

−
 =  α ψ   .      (Б. 5) 
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70. Важное обстоятельство: для выполнения этой оценки нужно знать кова-
риационную матрицу Kψ  нормально распределённых ошибок измерений. Это 
самое «тонкое» место способа наименьших квадратов.  

Известный космонавт Г.М. Гречко (который до того, как он стал космо-
навтом, был прекрасным баллистиком) как-то очень метко заметил: «Данные 
должны быть либо верные, либо официальные!».  

В свете этих слов используемое в оценках описываемого рода предполо-
жение о нормальном законе распределения рассматриваемых погрешностей – 
достаточно верное, поскольку оно базируется на предельной теореме вероятно-
стей («при росте числа независимых случайностей с разными распределениями 
их вероятностей распределение вероятностей суммарной случайности стре-
мится к нормальному распределению вероятностей»).  

Но если говорить о надёжности используемых значений элементов кова-
риационных матриц,  то эти данные скорее всегда - более «официальные», чем 
верные… Заметим, полушутя, что богатый русский язык неоднозначно трактует 
слово «данные». 

Приведём пример из практики: В формуляре нужного прибора (например, 
интегратора кажущихся ускорений) приведено официальное значение его по-
грешности (например, 6 см/сек). Естественно предположить, что имеется в 
виду величина 3σ погрешности прибора с её вероятностью 0, 997. Однако как в 
формуляр попало это число? Были проведены испытания и их результаты вне-
сены в формуляр? Нет, как правило, это число взято из Технического Задания 
(ТЗ) на разработку прибора.  

Ведь достаточно очевидно, что на всех стадиях конструирования, раз-
работки технологии и последующего изготовления прибора каждый из разра-
ботчиков, глядя на предъявленные ему требования точности, выполнял эти 
требования с некоторым своим запасом. В результате статистика цеховых, 
заводских и приёмочных испытаний могла показать намного меньшую величину 
истинных 3σ погрешности (скажем, – 2 см/сек). Но в формуляре главный кон-
структор меньше, чем требование ТЗ на его прибор просто на всякий случай 
подписывать не станет. И после этого никто не посмеет использовать иное 
значение ошибки прибора, чем то, что  подписано в  его формуляре. 
Упражнение 4: Определите истинный уровень вероятности «официального» 

значения погрешности в 6 см/сек (которая и будет заложена в 
последующие расчёты).  

Учёт априорной информации 
71. Как правило, заранее известны ожидаемые («номинальные») значения 
определяемых параметров α0 и их предполагаемый разброс, описываемый ко-
вариационной матрицей Kα0. Более того, – могут быть известны и некоторые 
другие параметры а с их ковариационной матрицей Kа , величина которых как-
то связана с величиной определяемых параметров α. Было бы разумно учесть в 
получаемой оценке параметров α эти, пусть не очень точные, априорные зна-
ния α0 и а, – хотя бы таким образом, чтобы α и а не противоречили друг другу.  



35 
 

Как это сделать?  
С точки зрения логики способа наименьших квадратов любые априорные 

сведения могут расцениваться как некоторые дополнительные косвенные изме-
рения (которым, однако, опасно приписывать высокий вес!  – Вопрос: Почему? 

Для этого выразим в линейном приближении связь вектора априорных 
знаний с параметрами α в виде соотношений типа =V ⋅α а  (очевидно, что если 
a=α0, где α0 номинальное (исходное) значение параметра α, то матрица V=E). 
Тогда, предполагая очевидную независимость погрешностей измерений и диа-
пазонов незнания априорных данных (то есть матриц Kψ  и Kа ) получим: 
• новую – расширенную  систему условных уравнений с её новыми дополни-

тельными измерениями а;  
• новую расширенную клеточно-диагональную ковариационную матрицу; 
• соответствующую систему "нормальных уравнений", отвечающую условию 

максимальной вероятности одновременного появления измеренных значе-
ний iψ  и реализации априорных предположений относительно значений 
компонент вектора априорных параметров а:  

U
V

 
 
 

U= , 
0

0

K
K

K
 

=  
 

ψ
ψ

а

 . 

Раскрывая клеточную диагональность расширенной ковариационной 
матрицы получим более удобное выражение для оценки вектора параметров α : 

1 1 1 1ˆT T T TU K U V K V U K U K− − − − + = + ψ а ψ аα ψ а .       (Б.6) 

В случае 0=αа  – априорной информации о номинальном значении векто-
ра параметров α , с 0V E= , имеем:  

        
0 0

1 1 1 1
0ˆT TU K U K U K K− − − − + = + ψ α ψ αα ψ α . 

                      ( )0 0

11 1 1 1
0ˆ ( )T TU K U K U K K

−− − − −= + ⋅ ⋅ +ψ α ψ α αα ψ     .             (Б.7) 
72. Обозначим новую матрицу нормальной системы СНК или ММП, как: 

 N   0

T -1 -1
ψ αU K U + K= .                              (Б.8) 

С этой матрицей N ниже будет связано много обстоятельств:  
• запомним пока, что обращённая матрица N-1=Kα, т.е. она является оценкой 

точности знания параметров α (оценкой формальной и, увы, – неполной);  
• для её обращения с преодолением, как правило, её плохой обусловленности 

и для сохранения симметрии обратной матрицы придётся изучить специаль-
ный «метод квадратных корней»;  

• с этой матрицей связано смысловое понимание  
o «нормальных мест» измерений,  
o устройства фильтров Гаусса и Калмана,  
o «мешающих параметров» и  
o решения методом «параболического спуска» нелинейной задачи обра-

ботки измерений. 



36 
 

Рис. Б.1 Пример неудачных нормальных мест 

Метод нормальных мест  
73. В случае клеточной структуры матрицы Kψ  («кусочной» корреляции по-
грешностей измерений) объединение и суммирование по i-ым клеткам матрицы 
коэффициентов нормальной системы и соответствующих элементов столбца 
правых частей позволяет построить выражение для «нормальных мест» αi (i<j) – 
осреднённых в прошлом искомых параметров α, сгруппированных и принима-
емых к осреднению с большим весом (пропорциональным сумме i-ых клеток): 

1 1 0

1 0

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 0

...

... .
j j

j j

T T T
j j j j j

T T T
j j j j

U K U U K U U K U K

U K U K U K K
−

−

− − − −
− −

− − − −
− −

 + + + + = 
= + + + +

ψ ψ ψ α

ψ ψ α

α

ψ ψ ψ α
 

Отсюда видна возможность замены всей 0…j-1 группы старых измерений 
столбца правых частей и суммы их клеток в матрице коэффициентов нормаль-
ной системы - одним «нормальным местом» αj-1 c его ковариационной матрицей  

1 1 2

1
1 1

1 1j j j

T
j jK U K U K

− − −

−
− −

− −
 = + α ψ α  (равенство N-1=Kα будет доказано ниже): 

  ( )1 2 1 2

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 2ˆ ˆ
j j j j

T T
j j j j j jU K U K U K K

− − − −

−
− − − −

− − − − − −
 = + ⋅ + ψ α ψ αα ψ α ,                    (Б.9) 

и – суммирования с этим нормальным местом новой j-й группы измерений. 
 Не трудно заметить, что априорная информация и формульно, и по существу 

также представляет собой некое априорное нормальное место (ср. с (Б.7)). 
74. Важно иметь в виду, что при последовательной замене групп измерений 
их локально-осреднёнными нормальными местами есть угроза потери инфор-
мации (см. рис. 2.1) о неизвестных корреляционных связях ошибок измерений 

внутри групп измерений. Это отражается 
в противоречии наблюдаемой картины 
рассеивания прошлых измерений с при-
нятой моделью их «облака» чисто слу-
чайных ошибок. Поэтому забывать зна-
чения прошлых измерений, заменяя их 
последним осреднённым нормальным 

местом, нужно очень осторожно. Правильнее – хранить все измерения и анали-
зировать апостериорную картину их рассеивания относительно построенной 
траектории движения в фазовом пространстве наблюдаемого объекта.  
75. Однако в ряде случаев замена группы измерений их нормальным местом 
очень правомерна. Это, прежде всего, полезно тогда, когда новая группа изме-
рений не может быть усредняемой с  последующими измерениями.  

Примером такой ситуации служат нарушающие возможность осредне-
ния изломы траектории в точках её коррекции импульсным изменением скоро-
сти полёта. В этом случае в её точке коррекции вся предыдущая траектория 
заменяется двумя нормальными местами: – нормальным местом вычисленных 
с хорошей точностью координат этой точки и – нормальным местом с 
уменьшенным весом компонент скорости, которые для процесса построения 
послекоррекционной траектории играют роль априорной информации.  
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Почему вес нормального места скорости полёта в точке коррекции нужно 
было уменьшить, несмотря на хорошее знание скорости полёта, полученное по 
предыдущим измерениям? Ответ совпадает с ответом на вопрос, заданным вы-
ше при описании способа учёта априорной информации.  

Если задать высокую точность априорной информации, то эта информа-
ция и станет ответом осреднения (сравните величины обоих слагаемых матри-
цы N при разных дисперсиях ошибок измерений и априорных знаний).  

В упомянутом примере траектория после её коррекции должна быть сно-
ва определена уже на новой измерительной базе. Но может случиться, что кор-
рекция была произведена с ошибкой. Поэтому задаваемая априори предполага-
емая точность знания вектора скорости полёта в точке коррекции после окон-
чания работы корректирующего двигателя не может быть выше максимального 
размера ошибок реализации величины и направления требуемого изменения 
скорости полёта. 

Похожим примером разумного использования технологии нормальных 
мест является стыковка измерений первичной «приземной» и последующей 
«дальней» радиосистем траекторных измерений.  

Траекторные измерения пунктов радионаблюдения, расположенных на 
территории России, к концу видимости космического аппарата, улетающего 
от Земли, хорошо определяют его координаты и хуже определяют вектор его 
скорости по допплеровскому сдвигу радио-частоты (ввиду почти ортогональ-
ности вектора скорости полёта вектору наблюдаемой пунктом наклонной 
дальности). Этот вектор скорости наблюдаемого полёта будет хорошо опре-
делён дальней системой траекторных измерений, но это произойдёт позже - 
лишь через 12 часов полёта, когда в суточном вращении Земля повернётся на 
180,о и с территории России космический аппарат снова станет виден. 
Вопрос: – на каком расстоянии это произойдёт, если скорость отлёта от Земли 

была равна 11 км/сек?. 
В этом случае при обработке измерений дальней космической связи удоб-

но все многочисленные и проверенные на правильность измерения приземной 
системы заменить одним нормальными местами координат и компонент век-
тора скорости в конце первого участка видимости космического аппарата.  
76. Другим мотивом для использования нормальных мест являются случаи, 
когда  большая группа измерений заметно уточняется последующими измере-
ниями. Хорошим примером этого является обработка измерений при полёте к 
Луне для фотографирования неизвестной до этого обратной стороны Луны.  

Траектория этого полёта (см. рис.2.2) была необычной. В ней впервые 
был применён пертурбационный манёвр с «подныриванием» под Луну, посколь-
ку требовалось обеспечить хорошую видимость с нашей территории и при по-
лёте к Луне и при полёте обратно к Земле. Иными словами, и туда и обратно 
нужно было лететь в северном полушарии. Для этого надо было очень точно 
прилететь к Луне, так, чтобы её притяжение забросило космический аппарат 
на нужную траекторию обратного полёта к Земле после выполнения фото-
графирования Луны.  
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Это означало необходимость тщательного наблюдения за полётом для 

хорошего знания траектории подлёта к Луне ввиду опасности последующей 
потери космического аппарата антеннами дальней космической связи. Эта 
опасность проистекала из-за того, что при близком пролёте Луны её грави-
тационное поле является мощным усилителем траекторных ошибок. В ре-
зультате узкая трубка возможного рассеивания траекторий подлёта к Луне 
после её пролёта расширялась в громадный веер траекторий (что в свою оче-
редь требовало определения верной траектории, чтобы позже – уже у Земли 
суметь передать на Землю впервые полученную фотографию обратной сто-
роны Луны).  

И после этого объяснения обстоятельств того полёта должно стать 
понятным, что после пролёта Луны все траекторные наблюдения до сближе-
ния с Луной было разумным заменить одним нормальным местом. Это было 
связано с тем, что пространственное разрешение на широкой трубке траек-
торий после Луны, а значит и точность траекторного определения была вы-
ше, чем на узкой трубке траекторий полёта к Луне. Иными словами, измере-
ния до сближения с Луной при возвращении к Земле уже мало влияли на резуль-
таты траекторного слежения. И их вполне можно было заменить нормаль-
ным местом. Это не только экономило очень небольшую память (2 К слов !) 
машин того времени, но и, что было важнее, – резко сокращало время очеред-
ного уточнения параметров орбиты космического аппарата. 

Рис. Б.2  Из книги «Первые фотографии обратной стороны Луны» М.:АН СССР 1959 
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4. ПРОСТЫЕ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЕ ФИЛЬТРЫ ИЗМЕРЕНИЙ  
77. На примере техники нормальных мест мы встречаемся с широко приме-
няемыми процедурами фильтрации измерений [20], когда каждое очередное 
независимое случайное измерение (или их локальные группы) обрабатываются, 
учитываются и забываются. Это требует осторожности, поскольку даже в слу-
чае простой линейной связи измерений с определяемыми параметрами с её 
свойствами локальности и марковости простоте процедуры фильтрации может 
противоречить необходимость хранения всех полученных данных для учёта их 
семантической непротиворечивости в апостериорном анализе. 
 Фильтры делятся на простые и рекурсивные - по типу применяемых весо-
вых или ковариационных матриц.. Сначала рассмотрим простые фильтры,  

Аккумулятивный фильтр Гаусса 
78. В линейном случае некоррелированных погрешностей измерений (с их 
диагональной ковариационной матрицей) метод нормальных мест приводится к 
предложенному Гауссом "аккумулятивному" фильтру [13, 1] с его свойством 
минимального рассогласования. Гаусс предложил по мере прихода каждого но-
вого измерения ψi лишь накапливать очередные значения компонент вектора iY  
(т.е. - вектора столбца правых частей нормальной системы уравнений) и элемен-
тов её матрицы Ni , а обращение этой матрицы и построение нормального места 
выполнять по мере необходимости - лишь в редких избранных точках i k= .  

На стадии накопления данных увеличение iY  и  Ni=
1K −

α происходит так: 
2

1 i

T
i i i iuσ −

−= + ⋅ ⋅ψY Y ψ , 
2

1N N
i

T
i i i iu uσ ⊗

−
−= + ⋅ψ . 

На стадии определения искомого вектора kα , при i=k вычисляются: 
 1ˆ Nk k k

−= ⋅α Y    и    Kακ = 1
k
−N . 

Важно подчеркнуть,  что при подобном подходе ошибки обращения мат-
рицы не влияют на погрешности операций накопления. Причём, в простейшем 
случае определения единственного параметра α путём фильтрации одиночных 
измерений ψj, операция обращения матрицы заменяется операцией деления. 

Учёт фазовых шумов 
79. В задачах фильтрации текущего состояния наблюдаемого процесса очень 
часто существует необходимость учёта влияния действующих возмущений фа-
зового состояния процесса внешними факторами.  

Примерами задач с фазовыми шумами могут служить задачи самолётной 
или морской навигации, в которых необходимо учитывать влияние движений 
внешней среды – ветра и морских течений.  

В мобильной и манипуляционной робототехнике фазовые шумы связаны 
с неопределённостями параметров текущего состояния внешней среды, влияю-
щих, например, на факторы опорной и профильной проходимости машины, на 
процессы формирования или сопряжения деталей или - на свойства зрительного 
распознавания операционной обстановки. 

В космической технике к фазовым шумам сводятся неопределённости ор-
битального влияния солнечного давления и работы реактивных двигателей си-
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стемы ориентации при отсутствии точных телеметрических данных об угловом 
положении космического аппарата. Другой тип фазовых шумов связан с не-
определённостями верхней атмосферы и магнитного поля Земли при их влия-
нии на на движение космического аппарата около его центра масс.   
80. В каждом из перечисленных случаев в результат фильтрации добавляется  
дополнительная к погрешностям измерений неопределённость фазовая неопре-
делённость воздействия внешней среды. Эта неопределённость содержательно 
отличается от неопределённости погрешностей измерения характером её сум-
мирования в результатах обработки данных. 
 Образно говоря, это отличие связано с отличием суммирования ошибок и 
суммирования знаний. При суммировании погрешностей главное влияние ока-
зывает наибольшая погрешность, в то время, как при суммировании знаний, 
важнее всех наиболее точное знание. Иными словами. при суммировании оши-
бок мы складываем их дисперсии, в то время, как при суммировании сведений 
мы складываем их веса, - т.е. величины, обратные дисперсиям погрешности 
данных. Здесь прямая аналогия с законом суммарного сопротивления в после-
довательной или параллельной цепи резисторов. 
81. Сказанное делает очевидным присутствие именно обратной ковариаци-
онной матрицы в законе плотности нормального распределения вероятностей: 
если в совокупности реализаций опыта присутствует точный результат, то все 
остальные не так важны. Суммируя измерения, мы суммируем знания.  
 В то же время, если разные неопределённости (погрешности знания) рас-
сматриваются вне метода обработки и осреднения данных, то должны сумми-
роваться их ковариационные матрицы. 

Таким образом, - поскольку фазовые шумы не измеряются, и их присут-
ствие лишь увеличивает погрешность результата, то для учёта их влияния на 
результат должны быть просуммированы ковариационные матрицы результата 
фильтрации данных и модели фазовых шумов.  

 Определение состояний процесса в момент наблюдения 
82.  Выше везде рассмотренными методами осреднения ошибок измерений 
были те, в которых неизвестными были постоянные значения вектора опреде-
ляемых параметров α. Например, - по траекторным радиоизмерениям опреде-
ляются элементы орбиты космического аппарата или - формирующие будущую 
его орбиту координаты и компоненты скорости в момент выключения послед-
ней ступени ракеты-носителя. 

 Вместе с этим, существуют задачи, в которых определяемыми парамет-
рами являются значения фазовых переменных наблюдаемого объекта именно в 
момент его наблюдения. Например, определяются высота, курс и скорость по-
лёта самолёта в момент его лоцирования или - координаты и компоненты ско-
рости спутника в момент измерения значений его наклонной  дальности и/или 
допплеровской частоты. В таких случаях вектор определяемых параметров яв-
ляется функцией времени движения β(t), и при фильтрации измерений наблю-
даемых параметров необходимо использовать модель динамики объекта 
наблюдения для переноса в текущую точку сведений о прошлом его состоянии. 
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83. Важно подчеркнуть, что смысл и содержание процедур осреднения опре-
деляемого переменного параметра существенно отличается от описанных выше. 
Возникающие изменения алгоритмов способа наименьших квадратов можно 
показать на примере простейшего случая определения последовательности β(ti) 
векторов положений Ri={xi,yi,zi}

T космического аппарата в моменты выполне-
ния измерений ti (i=1..m) в пространстве с выбранной системой координат.  

Система условных уравнений в этом случае имеет тот же вид:   
Vβ=ψ, 

Но здесь вектор определяемых параметров β, имеющий размерность 3m, со-
держит все прошлые векторы орбитальных позиций в моменты измерений.  
 Матрица системы условных уравнений V представляет собой клеточно-
диагональную матрицу с m клетками-строками векторов градиентов каждого 
измерения в пространстве R:{0,x,y,z}. 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

v v v 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 v v v 0 0 0 . . .

V
0 0 0 0 0 0 v v v . . .
. . . . . . . . . . . .

=  

84. Заметим, что текущие компоненты вектора βi связаны с определяемыми 
ранее постоянными параметрами орбиты α соотношением βi=β(α,t1,t2 ..ti). Заме-
тим, что параметры орбиты теперь неизвестны, но принципиально такая связь 
существует. Для достаточно узкой трубки траекторий в линейном приближении 
в каждый момент прихода очередного i-го измерения эта связь имеет вид:  

βi=Di⋅α , 
где матрица Di имеет размерность n×3m, определяемую размерностью m теку-
щего вектора ψ. 

В то же время, матрица условных уравнений U связи измерений ψ с по-
стоянным вектором α связана с  матрицей условных уравнений вектора β соот-
ношением: U=V⋅D  
85. Эти зависимости позволяют (либо их формальной подстановкой, либо 
преобразованием в пространство векторов β условий максимальной вероятно-
сти одновременного появления измерений вектора ψ) получить выражение для 
нормальной системы способа наименьших квадратов (заметим, что размерность 
её матрицы N теперь равна m×m):  

[VT 1K −
ψ V+ +

-1Kβ ]⋅ β̂ = VT 1K −
ψ ⋅ψ + +

-1Kβ ⋅ +β  .                        (Б.10) 
Внешний вид этой системы СНК аналогичен предыдущему, но вероят-

ностный смысл переменных существенно иной.   
αi-1 – это было значение нормального места постоянного вектора α по данным 

вектора измерений ψi-1, 

i-1β+
 – теперь это есть значение в текущей точке ti нормального места переменно-

го вектора β, полученного в момент ti-1 измерения по данным вектора ψi-1, 
и - перенесённого с учётом траекторных изменений в текущую точку ti. 
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1

1

i
K

β +
−

− –обозначена весовая матрица нормального места i-1β  в точке ti-1, - получен-

ная в результате обработки всех измерений вектора ψi-1 к моменту ti-1, но 
также затем перенесённая вдоль траектории полёта в точку ti . 

Именно необходимость переносить параметры i-1β+  и 
1

1

i
K

β +
−

− нормального места 
предыдущих данных в точку нового измерения отличает алгоритмы СНК для 
постоянных оцениваемых параметров от алгоритмов осреднения переменных 
фазовых параметров текущего состояния наблюдаемого объекта в каждой но-
вой точке измерения. 
86. Для переноса в точку момента ti нового измерения ψi фазового состояния 
наблюдаемого процесса  параметров предыдущей точки в момент ti-1 использу-
ется линейное прогнозирование параметров динамической системы 

 i 1 i 1,i i 1Ф+
− − −= ⋅β β  

i 1

1K
β +

−

− = T
i,i 1Ф −

i 1

1K
β −

−
i,i 1Ф −

 = [ i 1,iФ −
i 1

K
β −

T
i 1,iФ − ]-1 

Здесь i 1,iФ −  – переходная матрица из точки i 1−α  в точку iα , определяемая 
динамикой процесса и интервалом времени его развития между двумя рассмат-
риваемыми дискретными моментами ti-1 и ti. Её обратная матрица – Фi,i-1. Оче-
видно, что условия линейности переходной матрицы i 1,iФ − накладывают опреде-
лённые ограничения на допустимый нижний уровень частоты наблюдений. 

Отметим, что требуемый перенос предыдущего нормального места в точ-
ку нового измерения приводит к необходимости на каждом шаге накопления 
использовать как прямую, так и обратную переходные матрицы i,i 1Ф − и i 1,iФ −  
между точками соседних измерений. При движении в потенциальном поле сил 
их легко обращать транспонированием клеток. В других случаях можно ис-
пользовать свойства сопряжённых динамических систем. 
87. Нормальные места iβ̂ фильтра координат точек траектории, получаемых в 
результате поочерёдного осреднения векторов ψi вариантом (Б.10) СНК равны:  

iβ̂ =[Vi
T 1

ψi
K − Vi+

1

1

i
K

β +
−

− ]-1⋅ (Vi
T 1

ψi
K − ⋅ψi +

1

1

i
K

β +
−

− ⋅ i-1
ˆ +β )  .                 (Б.11) 

Упражнение 5: Постройте СНК для определения переменных значений фазо-
вых параметров в моменты времени, не совпадающие с моментами вы-
полнения измерений.  

Аккумулятивная фильтрация состояния процесса с фазовыми шумами 
88. Казалось бы, что систему (Б.11) с вектором βi (i=1..m m=var) можно по-
пытаться записать в виде аккумулятивного фильтра Гаусса (см. ф.76): 
     

i 1

1K
β +

−

− = T
i,i 1Ф −

i 1

1K
β −

−
i,i 1Ф − ; 

     Ni  =  [Vi
T 1

ψi
K − Vi+

1

1

i
K

β +
−

− ]; 
     i 1 i,i 1 i 1Ф+

− − −= ⋅β β                 (?!); 
     Yi   =  Vi

T 1
ψi

K − ⋅ψi+
1

1

i
K

β +
−

− ⋅ i-1β+  
     1ˆ

k k k
−= ⋅ Yβ N    и    Kακ = 1

k
−N .      Акт оценки нужного состояния. 

Стадия накопления ряда измерений. 
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Однако это не так, поскольку идея аккумуляции без обращения матриц 
здесь наталкивается на необходимость на каждом шаге фильтрации опреде-
лять значение вектора i 1−β  (что и видно из 3-й формулы фильтра). Это нужно 
для последующего определения нормального места i 1

+
−β в следующей i-й точке.  

И это означает, что в конце каждого предыдущего шага фильтрации требуется 
выполнять обращение матрицы N нормальной системы, что обесценивает до-
стоинства аккумулятивного алгоритма, превращая его в алгоритм фильтрации 
методом нормальных мест. 
89. Другое обстоятельство, связанное с присутствием фазовых шумов, тоже 
требует промежуточных обращений матриц. Здесь это связано с  необходимо-
стью одновременного накопления как прямых, так и обратных ковариационных 
матриц. Действительно, - при учёте фазовых возмущений, как было сказано, 
нужна ковариационная матрица результирующей оценки, а при осреднении 
ошибок измерений нужна её весовая матрица. Таким образом на каждом шаге 
накопления данных требуется обращение ковариационной матрицы.   

Обобщение аккумулятивного фильтра Гаусса на случай линейной модели 
процесса с переменными параметрами βk(t) и c фазовыми шумами в несколько 
сложном виде нашёл Y.Genin [13].  Преобразование его алгоритма позволяет 
привести упрощённую запись этого фильтра в принятых выше обозначениях. 
90. В отличие от аккумулятивного фильтра Гаусса, приведённого в преды-
дущем фрагменте, теперь в линейную модель связи прошлого и текущего фазо-
вых состояний наблюдаемого процесса добавляется действующий на объект 
наблюдения фазовый шум q: 

i i-1,i i 1 iФ −= ⋅ +β β q .         
Предполагается, что в каждый i-й момент наблюдения вектор фазового шума iq  
неизвестен, но априори известна его ковариационная матрица Q . Предполага-
ется также, что известны обе переходные матрицы i,i 1Ф − и i 1,iФ − . В этих предпо-
ложениях аккумулятивная процедура Гаусса имеет следующий вид: 

Сначала производится перенос матрицы Kβi-1= 1
i 1
−
−N  из точки i-1 в точку i (“+”):  

         Kβi-1+= 1 T
i,i-1 i 1 i,i 1N -Ф Ф−

− . 
Затем происходит Q -расширение ковариационной матрицы и её обращение: 

11
i 1 i 1 i 1QK K Q

−−
− + − + − = + β β . 

Далее производится усечение весовой матрицы новым измерением: 
1 1 T 1
i i 1 i i iV VQK K K− − −

− += +β β ψ = iN . 
Вектор правых частей накапливается без использования величины i 1

+
−β  (!): 

  T 1 1 T T 1
i 1 i i i 1 i 1 i,i 1 i 1 i iV V

i ii QK K K Ф K− − −
− + − + − + − −= + = +ψ β β ψY Y ψ Y ψ  

Процедура определения оценки i
ˆ

k=β  совпадает с процедурой Гаусса: 
1

i iβ̂ Nk k k
−

= == ⋅ Y . 
Упражнение 6:  Докажите правильность выражения Yi   
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5. РЕКУРСИВНЫЕ ФИЛЬТРЫ ГАУССА И КАЛМАНА-БЬЮСИ 
91. Гауссу принадлежит также и первое описание рекурсивного (итерацион-
ного) фильтра для линейной оценки с минимальным рассогласованием посто-
янного параметра iα . Впоследствии аналогичный способ оценки переменного 
параметра ( )i tα  с фазовыми шумами получил имя фильтра Калмана-Бьюси [10]. 
Он имеет вид:                      ( )1 1k k k kH U− −= + −α α ψ α      (Б.12) 

Приведём ряд соображений, показывающих сущность и пределы приме-
нимости этого популярного метода обработки экспериментальных данных.  

Связь рекурсивной процедуры фильтрации с методом релаксации 
Интересна связь процедуры такой фильтрации с известным релаксацион-

ным методом [8, с.206] для итерационного решения системы алгебраических 
линейных уравнений (в данном случае – последовательности условных уравне-
ний). 
92. Напомним, что для линейной системы типа 

U =α ψ ,           (Б.13) 
где U  – квадратная матрица, можно построить итерационную процедуру («ме-
тод последовательных приближений» [8, с. 208]): 

1 1 1 1 1k k k k k kU Bδ− − − − −= + = + − = +α α α α ψ α α ψ ,      (Б.14) 
где B E U= − , E  – единичная матрица, kδα  – невязка линейного уравнения 
при подстановке 1kU −= −α ψ α . Выражение (Б.14) получается из (Б.13) прибав-
лением и отниманием от левой части единичной матрицы: 

( )U E E+ − =α ψ . 
Отсюда следует: 

U B= − + = +α α α ψ α ψ . 
Оценка погрешности последовательности  итераций будет иметь вид: 

0ˆ ˆn
k B− = −α α α α . 

Поэтому итерационная процедура будет сходиться, если определитель 
матрицы B   |B|<1 («сжимающее преобразование»). 

Но если определитель 1B ≥ , то для выполнения условий сходимости 
можно попытаться сделать преобразование сжимающим, применив  умножение 
исходного уравнения слева и справа на матрицу релаксации H: 

HU H=α ψ . 
Для получения сходящейся последовательности необходимо, чтобы было 

выполнено условие:    1E HU− < . 
Тогда: 

( )1 1k k k kH U− −= + −α α ψ α .          (Б.15) 
 

И здесь нужно обратить внимание на то, что рекуррентное выражение 
(Б.15) совпадает с формулой (Б.12) фильтра Калмана. 
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93.  А с точки зрения способа управления процессом сходимости матрица 
релаксации H играет роль размерного «коэффициента обратной связи» 
при рассогласовании измерения с предвычисленным значением его модели. 

94. В методе релаксации для итерационного решения систем линейных урав-
нений матрица релаксации H  выбирается так, чтобы 1E HU− < . При этом, 
если α  и ψ – векторы, то H  – матрица. Если α  – вектор, а ψ – скаляр, то H 
– вектор. И, наконец, если α и ψ – скаляры, то H – число. Рассмотрим для 
простоты последний случай. 
95. Применяя этот метод к последовательности условных уравнений 

i iu α ψ= , 
где α  – оцениваемый постоянный (для простоты – скалярный) параметр, мож-
но некоторым  выбором «сжимающей последовательности» чисел kH  полу-
чить при k i=  упомянутую последовательность (Б.12) оценок величины α : 

( )1 1k k k k k kH uα α ψ α− −= + − ,       (Б.16) 
таких, что при поступлении каждого очередного измерения kψ  происходило бы 
смещение 1kα −  к наиболее вероятному значению kα . 

Иными словами, фильтр Гаусса-Калмана представляет собой итера-
ционный способ решения линейной системы последовательности несов-
местных условных уравнений с выбором матрицы релаксации H так, что-
бы на каждой итерации при использовании условного уравнения ukα=ψk для 
очередного измерения ψk получать наиболее вероятное смещение в про-
странстве определяемых параметров αk. 

Для иллюстрации особенностей этого процесса фильтрации измерений 
рассмотрим свойства некоторой специальной двумерной случайной величины, 
связанной с ошибками измерения и с ошибками оценки значений определяемых 
параметров (их «прогноза») при использовании линейной модели зависимости 
измерений ψk от параметров αk=1 .  

Специфика двумерной случайной величины «Прогноз-Измерение» 
96. Для требуемого выбора релаксационных чисел kH , обеспечивающих 
наиболее вероятное смещение при поступлении нового измерения, рассмотрим 
двумерную нормально-распределённую случайную величину "Прогноз-
Измерение", которую запишем в следующем виде: 

{ } { }1( ), ,k k k X Yψ α ψ− = , 
где 1( )k kψ α −  – прогноз измерения в следующий момент k на основе значения 

1kα − , kψ  – реальное выполненное измерение. Обозначим их, как X  и Y – соот-
ветственно. Пусть случайная величина { },X Y  является центрированной на те-
кущем k-ом шаге процесса относительно своего математического ожидания 

{ }( ),m X Y . 
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Рассмотрим, что известно о параметрах распределения этой случайной 
величины. Здесь наиболее уместна и интересна описанная выше (см. ф.18 раз-
дела А.3) геометрическая картина параметров рассеивания этой двумерной слу-
чайной величины, описываемой ковариационной матрицей 

2

2
X X Y

X Y Y

r
K

r
σ σ σ

σ σ σ
 

=  
 

,         

где r  – коэффициент корреляции между рассеиванием двух компонент двумер-
ной случайной величины с их безусловными дисперсиями 2

Xσ  и 2
Yσ  (т.е.– дис-

персиями рассеивания одной величины при всех значениях другой величины).  
Определим параметры матрицы ковариаций «Прогноз - измерения». 

97. 1) Пусть в результате последовательной фильтрации измерений в момент 
1kt −  получена текущая оценка 

1 1

2
k k

Kα ασ
− −

= , то есть оценка дисперсии прогноза 
безусловного рассеивания параметра 1kα −  (на первом шаге дана априорная 
оценка 

0
Kα ). Тогда известна также и дисперсия 2 2

Yσ σ= ПР  безусловного рассеи-
вания прогноза измерения 1( )k kX ψ α −=  для будущего момента kt , равная 

 
1

2 2
kku Kασ

−
=ПР .                                            (Б.17) 

Геометрический смысл этой величины, как было показано, заключается в 
том, что она является проекцией эллипса рассеивания двумерной случайной ве-
личины { },X Y  на ось X  (см. ниже рис. Б.3). 

 Итак, мы знаем величину проекции искомого эллипса на ось Х. 
98. 2) Возможное рассеивание самой наблюдаемой величины kψ  в момент kt  
описывается безусловной дисперсией 2σ ИЗМ , которая получается при суммиро-
вании рассеивания величины 1( )k kψ α −  (то есть дисперсии 2σ ПР ) и ожидаемой 
дисперсией погрешности измерений kδψ , априорно предполагаемой равной за-
данной постоянной величине Kψ: 

2 2 2
Y Kψσ σ σ= = +ИЗМ ПР . 

Заметим, что ошибки измерения по правилу Байеса рассеиваются во-
круг своего прогноза и, следовательно, априорно предполагаемое значение ве-
личины Kψ по существу является значением величины условной дисперсии 
ошибок измерений при условии прогноза:  

2Kψ σ= ИЗМ|ПР .          (Б.18) 
99. С другой стороны, ранее было сказано, что дисперсии условных рассеи-
ваний компонент многомерной случайной величины геометрически изобража-
ются координатными диаметрами эллипса, вписанного в прямоугольник со сто-
ронами, равными безусловным дисперсиям этой случайной величины. Диаметр 
на оси X  геометрически показывает условное рассеивание X при условии Y, а 
диаметр на оси Y показывает рассеивание Y при условии X.  



47 
 

Заметим, что именно здесь опять проявляется упомянутое свойство нор-
мального распределения: дисперсия условной вероятности отклонений случай-
ной величины не зависит от условия.  

Именно поэтому и существует возможность априорной  оценки 
ожидаемой точности определения искомой величины прогноза 

- до получения нового измерения. 
Из сказанного следует, что рассеивание выполняемого измерения kψ  

вдоль оси Y определено величиной погрешности измерений Kψ  - размером цен-
трального диаметра эллипса  Иными словами, нам известен ещё один параметр 
искомого эллипса рассеивания: положение точки его пересечения с осью Y. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.Б.3 Геометрическая интерпретация фильтра Калмана 
Эллипс вероятности определён по трём параметрам: 
X=u⋅√Kα=σПР , √Kψ=σИЗМ|ПР   и  по углу наклона линии регрессии на 45o. 

Это позволяет определить размер Y=σИЗМ и положение другой линии регрессии. 
 После очередного измерения ψ наиболее вероятное значение параметра α(ψ)  
определяется по его положению в эллипсе на другой линии регрессии Х=σПР |ИЗМ. 

Новое значение σПР (сокращение ширины эллипса по оси X) 
связано лишь с фактом получения очередного измерения ψ 

и не зависит от значения величины ψ. 
100. 3) Далее, используя правило Байеса, вспомним, что прогнозируемое зна-
чение 1( )k kψ α −  является математическим ожиданием будущего измерения 

kψ . Этим предположением задаются:  

− наклон под углом 45o к оси 1( )k kX ψ α −=  геометрического места то-
чек условных математических ожиданий измерений (линии регрессии измере-
ний – диаметра эллипса, сопряжённого оси kY ψ= ), – так как в этом случае 

1| | ( ) 1( )
k k kИзм Пр k km mψ ψ α ψ α

− −= = ;       (Б.19) 
−  положение точек касания эллипсом вертикальных линий ПрY σ= ±  

(см. рис.Б.3), определяемое в общем случае расстоянием по вертикали от оси X, 
равным Измrσ , что в данном случае приводит к соотношению: 
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Изм Прrσ σ= .         (Б.20) 

101. Таким образом, нам известны 3 параметра, полностью определяющие ис-
комый эллипс (у эллипса – 3 свободных параметра):  
- его проекция на ось Х,  
- точка пересечения с осью Y  
- и точки его касания вертикальной стороны описанного прямоугольника.   
Итак, - с помощью выражений (Б.17), (Б.18), (Б.19) и (Б.20) полностью опреде-
ляются элементы искомой ковариационной матрицы двумерной случайной ве-
личины "Прогноз-Измерение" { }1( ),k k kψ α ψ−  (см. ф.96): 

1

1

2 2

2 2 2

2 2 2

,

,

/ .

k

k

X Пр k k

Y Изм Пр

Пр Изм

u K u

K

r

α

ψ

σ σ

σ σ σ

σ σ

−

−

 = =
 = = +


=

        (Б.21) 

Рекурсивный фильтр Гаусса 
102. В силу условия 1) получаем, что 

( ) ( )1( ) 0k k km m Изм Прψ ψ α −− = − = , 
что отражает независимость ошибок измерений от значений параметра 1kα − . 
103. В силу условия 2) проекция эллипса на ось kY ψ=  равна гипотенузе пря-
моугольного треугольника, образуемого диаметром эллипса по оси Y (ошибка-
ми измерений kψ ) и горизонтальной проекцией эллипса (ошибками прогноза 

1( )k kψ α − ). 
По мере уточнения величины ( )km α  горизонтальные размеры прямо-

угольника, в который вписывается эллипс рассеивания двумерной случайной 
величины { }1( ),k k kψ α ψ− , стремятся к нулю как корень квадратный из числа из-
мерений (для принятой модели осреднения чисто случайного шума), и эллипс 
стремится к вертикальному отрезку с длиной: 

2 2 2
X Изм Пр Kψσ σ σ= = + . 

104. Наиболее вероятное значение 1kα −   после реализации очередного измере-
ния kψ  определяется условным математическим ожиданием |Пр Измm , то есть 
принадлежит диаметру эллипса, сопряжённому горизонтальному осевому диа-
метру и соединяющему центр эллипса с его точками:  

[ ], [ , ]Пр ИзмX Y X r Yσ σ= ± = = . 
Эти точки являются точками касания горизонтальных сторон описанного пря-
моугольника (см. рис. Б.3). Уравнение в центрированных относительно 

{ }( )1( ),k k km ψ α ψ−  осях такой линии регрессии прогноза 1( )k kψ α −  при условии 
измерения kψ  связывает наиболее вероятное значение kα  с искомой величиной 
параметра релаксации kH : 

( ) ( ) ( )| 1( ) / ( )Пр Изм k k Пр Изм k km m r mψ α σ σ ψ ψ−− = ⋅ ⋅ − .     (Б.22) 
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Но, используя (Б.20), (Б.21), имеем: 
( ) 2 2/ /Пр Изм Пр Измr σ σ σ σ= , 

1( )k k k k km uψ ψ ψ α −− = − , 
( ) ( )| 1 1( )Пр Изм k k k k km m uψ α α α− −− = − . 

И тогда, используя (Б.22), получаем наиболее вероятное соотношение 
между kα  и kψ   (или в более общем случае – kα  и kψ ): 

( ) ( )1

1

1 1
k

k k

T
k k

T
k

k k k k k k
k

u K u
u K u K

u uα

α ψ

ψ α α α−

−

− −⋅ = −
+

−
 

, 

которое удовлетворяется, если положить 

( )1

1

1 1
k

k k

k k k k k

T
k

T
k k

K u
u K u K

uα

α ψ

α α ψ α−

−

− −⋅= + −
+  

. 

105.  Отсюда получаем, что искомое выражение для матрицы релаксации 

выглядит следующим образом: 

1

1

k

k k

T
k

k T
k k

K u
H

u K u K
α

α ψ

−

−

=
+  

. 

При этом новая оценка 
k

Kα  из условия 

( )22 2
| 1Пр Изм Прrσ σ= −  

в общем случае равна: 

( ) [ ]
1 1 1 1

1

k k k k k k

T T
k k k k k kK E K u u K u K u K E H u Kα α α ψ α α− − − −

− = − + = −  
  

106.  
Таким образом, степенью формального улучшения ("усечения измерением") 

оценки погрешности определения параметра α  является величина [ ]k kE H u−  
которая при постоянных значениях ku  и 

k
Kψ   сводится к значению k  

и не зависит от значений получаемых измерений. 
107. Из сказанного следует, что в векторном случае определения постоянных 
параметров вектора α рекурсивный фильтр Гаусса выражается следующими 
соотношениями (напомним, что uk предполагается вектором-строкой): 

( )

( )
[ ]

1 1

1

1 1

1

,

,

.
k k k

k k

k k k k k k

T T
k k k k

k k

H U

H K U U K U K

K E H U K
− −

−

− −

−

⋅ − ⋅

+

= −

α α ψ

α α

α = α + ψ  α

=                              Б.21) 

Именно в такой форме его и предложил Гаусс. Здесь предполагается по-
следовательная обработка элементов выборки измерений kψ  (что оправдывает 
название "фильтр"), и обращение матрицы на каждом шаге (в одномерном слу-
чае это заменено операцией деления).  
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Фильтр Калмана-Бьюси 
108. Для решения задач с переменными определяемыми параметрами наиболее 
известным фильтром измерений является фильтр Калмана–Бьюси [10], предло-
женный в 1961 г (обычно называемый просто "Фильтр Калмана).   
109. Если предположить, что параметры α  являются переменными величина-
ми, определяемыми в каждый момент измерения kt  и подчиняющимися линей-
ной модели процесса с фазовыми и измерительными шумами: 

1, 1 ,i i i i iФ − −= ⋅ +α α q  

i i i iuψ α δ= + , 
то наиболее полный рекурсивный фильтр в виде фильтра Калмана-Бьюси опи-
сывается в виде следующего алгоритма («+» обозначает прогноз до измерения): 

1. Линейный 1,i iФ −  перенос предыдущей оценки 1k−α  в точку i k= : 

1, 1k k k kФ+
− −=α α . 

2. Линейный 1,i iФ − перенос и Q -расширение ковариационной матрицы 

1

T
1, 1,k ki i i i kK Ф K Ф Q

−

+
− −= +α α . 

3. Вычисление матрицы релаксации:  

( ) 1

k k k

T T
k k k kH K U U K U K

−+ + +α α ψ=  . 
4. Вычисление новой оценки: 

( )k k k k k kH U+ +⋅ − ⋅α = α + ψ  α . 
5. Вычисление ψ-усечения ковариационной матрицы в новой точке: 

[ ]
k kk kK E H U K += −α α . 

Таким образом, фильтр Калмана отличается от фильтра Гаусса лишь про-
цедурами линейного переноса в следующую точку с её номером k результатов в 
предыдущей точки k-1 оценки значений 1k

+
−α  и ковариационной матрицы 

1k
K

−

+
α   

Для простого случая фильтрации единственного постоянного параметра α 
при получении очередного измерения ψk эти соотношения имеют вид: 

1, 1k i i kФα α+
− −= , 

2 2 2
1, 1k i i k kФ Qα ασ σ+

− −= ⋅ + , 

( )2 2 2
kk k k k kH u u Kα α ψσ σ+ + +=  ,                

( )k k k k k kH uα α ψ α+ +⋅ − ⋅= +  , 

[ ]2
k kk k kK E H u Kα α ασ += − . 

110. Заметим, что важными ограничениями для использования описанных ме-
тодов фильтрации являются предположения о независимости (кусочной незави-
симости) погрешностей измерений и линейности связи фазового пространства 
определяемых параметров с пространством измерений. Иными словами:  

Ковариационные матрицы K должны быть диагональными, а матрицы  
 градиентов U в условных уравнениях не должны зависеть от величин  α и ψ. 
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( ) ( ) 11 1 1A ABA A B A
−− − −+ ≡ − +

Связь рекурсивного фильтра и способа наименьших квадратов 
111. Важное утверждение: 

Рекурсивные фильтры Гаусса и Калмана представляют собой тот же СНК, но 
записанный через ковариационные (а не весовые) матрицы. 

112. Свойство сводимости друг к другу формул осреднения фильтрами Гаус-
са-Калмана и способом наименьших квадратов (или методом максимума прав-
доподобия - при недиагональных матрицах погрешностей) логически вытекает 
из следующей посылки. 

Оба метода (каждый по своему) обеспечивают наиболее вероятную оцен-
ку компонент вектора определяемых параметров αj в рамках одного и того же 
закона распределения вероятностей и при одних и тех же исходных предпосыл-
ках. Свойство единственности максимума вероятности нормального закона не 
позволяет ожидать, что эти наиболее вероятные значения определяемого векто-
ра окажутся разными. 
113. Как это доказать аналитически? 

Решение нормальной системы имеет вид: 

1 1

1
1 1 1 1

1( )
j j j j

T T
j j j j j jU K U K U K K

− −

−
− − − −

−
 = + + ψ α ψ αα ψ α  и 

1

1 1 1
j j j

T
j jK U K U K

−

− − − = + α ψ α   
Аналогично этому, фильтрация по Гауссу или Калману выражается в ви-

де: 
( )1 1j j j j jH U− −= + −α α ψ α                  и                 

1j jj jK E H U K
−

 = − α α   

где                             ( )1 1

1
=  

j j j

T T
j j j jH K U U K U K

− −

−
+α α ψ  

Для того, чтобы убедится в идентичности этих методов осреднения нуж-
но доказать, что  

1 1

1
1 1 1 1

1( )
j j j j

T T
j j j j j jU K U K U K K

− −

−
− − − −

−
 = + + ψ α ψ αα ψ α ( )1 1j j j jH U− −= + −α ψ α , 

и что               
1j jj jK E H U K

−
 = − α α = 

1

1
1 1
j j

T
j jU K U K

−

−
− − + ψ α  

114. Эти выражения приводятся друг к другу с помощью полезного тождества:  
Для любых матриц , ,A B C :       

( ) ( )1 11 1 1 1 1T T TA CBС A A C B С A C С A
− −− − − − −+ ≡ − +  

и при этом для симметричных матриц А и С: 
 
 
115. Эти преобразования позволяют получить выражение матрицы релаксации  

1

1 1 1 1= ( )
j j j

T T
j j j jH U K U K U K

−

− − − −+ψ α ψ , 
 обеспечивающее требуемое доказательство обоих утверждений.  
Задача: Для полного овладения предлагаемым материалом настоятельно рекомен-
дуем читателю самому попытаться доказать как упомянутое тождество, так и факт 
взаимной сводимости формул осреднения методом нормальных мест и фильтров 
Гаусса - Калмана.    Если же не получится, - см. Приложение. 
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ˆ kα

Построение линейного приближения нелинейной системы 
116. Заметим, что большинство динамических систем и сенсорных измерений 
не являются линейными системами. Но, тем не менее, методы фильтрации, раз-
работанные для линейных систем, в ряде случаев могут быть применены и для 
нелинейных систем. Это связано с тем, что на каждом шаге фильтрации (анало-
гично шагам любого метода итерации), отклонение величины фильтруемого 
(итерируемого) параметра α от принятого значения первого приближения α0 
достаточно хорошо известны из значений на прошлом шаге. 

Метод, позволяющий в этом предположении использовать фильтрацию 
Калмана, сводится к «хордовой линеаризации» нелинейной зависимости. Заме-
тим, что на границах линейной окрестности хордовые производные правильнее 
описывают ожидаемое рассеивание. При численном вычислении производных 
отклонения аргумента всегда надо брать в размерах ожидаемых возмущений,  
117. Итак, пусть область рассеивания фазовых переменных, определяющая 
истинные значения измерений, выходит за границы области линейности гради-
ентов измерений в фазовом пространстве, но это отклонение примерно из-
вестно из предыдущего шага фильтра.  

Предположим, что рассматриваемый стохастический процесс может быть 
представлен нелинейными динамическими уравнениями и соответственно – не-
линейными условными уравнениями, описывающими модельные зависимости 
полученных значений измерений ψ от фазовых параметров α:        Таблица.1 

Модель Непрерывное время Дискретное время 
Система 

Измерения 
( ) ( ( ), ) ( )t t t t= +α α f ω  
( ) ( ( ), ) ( )t t t t= +ψ αh υ  

1 1( , 1)k k kk− −= − +α αf ω  
( , )k k kk= +ψ αh ν  

118. Обозначим символом δ  ожидаемое отклонение вектора α от оценки  
ˆk k kδ = −α α α   и  ( )ˆ ,k k k kδ = −ψ ψ αh . 

Тогда ( , 1)k −αf  в окрестности 1k
−

−=α α  может быть представлена в виде 

( )
1 1

2
2

1 1 1ˆ ˆ2
( , 1) 1 ( , 1), 1 ( )

2k k
k k k k k

k kk δ δ
− −

−
− − −= =

∂ − ∂ −
= − = + + ⋅

∂ ∂α α α α
α αα α α α α

α α
f ff  

Выразим величину «хордовой производной», как 

     
1 1

2
2

1 1 1 12ˆ ˆ

( , 1) 1 ( , 1) ( )
2k k

k k k k
k kδ δ δ

− −
− − − −= =

 ∂ − ∂ −
= + ⋅ ∂ ∂ 

α α α α

α αα α α
α α

f fΦ  

Тогда имеем линейное приближение требуемой переходной функции для про-
гнозирования изменения фазового вектора на шаге процесса измерений:     

1 1 1k k k kδ δ− − −≈ +α αΦ ω .        
119. Аналогично для построения условных уравнений измерений положим: 

2
ˆ ˆ

( , ) 1 ( , ) ( )
2k k

k k k k
k kδ δ δ= =

∂ ∂ = + ⋅ ∂ ∂ α α α α
α αU α α α
α α

h h  

Тогда возмущения δψk могут быть представлены в линейном виде  
k k kδ δ=ψ U α .        



53 
 

В. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ЗНАНИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ПОСЛЕ ОСРЕДНЕНИЯ 
ИЗМЕРЕНИЙ  

120. После вычисления значения искомого вектора параметров α  каким-либо 
методом осреднения полученных измерений важно получить, также, и оценку 
уровня доверия к полученному значению искомого вектора.  
121. Следует отметить, что эта задача относится к классу трудно формализуе-
мых задач. Причина этого обстоятельства в том, что доступный формализм её 
решения не учитывает главных причин возникновения ошибок, количество и 
вероятностный смысл которых могут быть определены лишь в формализме иг-
ровых задач. 

Иными словами, определение точности полученного знания предполагает 
минимаксную постановку задачи игры с природой возникновения возможных 
погрешностей.  Это именно класс задач «игр с природой», определяемый из-
вестным тезисом, что «Бог изощрён, но не злонамерен» - с отсутствием форма-
лизма полного описания этой «изощрённости». 
122. К настоящему времени разработан ряд алгоритмов оценивания точности 
результата осреднения измерений. Для полной уверенности нужно выполнить: 

Апостериорный анализ характера рассеивания измерений (см. рис. Б.1) и 
анализ результатов применения всех доступных методов оценивания! 

123.  В этом разделе будут описаны следующие методы получения надёжной 
оценки . 

1. Формальная оценка. 
2. Расширенная оценка. 

i. Учёт систематических ошибок погрешностей измерений. 
ii. Модель наихудшей корреляции погрешностей измерений. 

iii. "Схема бортика". 
iv. Учёт мешающих параметров. 

3. Метод разделения определяемых и оцениваемых параметров. 

1. ФОРМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА 
124. Решение нормальной системы 

N⋅α=
0 0

1 1 1 1
0

T TU K U K U K K− − − − + = + ψ α ψ αα ψ α  
после обращения матрицы её коэффициентов позволяет получить не только 
оценку вектора определяемых параметров 

( )0

1 1 1
0ˆ N TU K K− − −= +ψ αα ψ α , 

но и "оценить" погрешность полученного значения компонент вектора α̂ .  
Ранее уже упоминалось, что используемая для получения оценки средних 

значений определяемых параметров обратная матрица нормальных уравнений 

0

11 1 1N TU K U K
−− − − = + ψ α  
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формально является и оценкой точности определения параметров α  при осред-
нении измерений ψ , поскольку она равна искомой ковариационной матрице 
Kα :  Kα= N –1. 
125. Заметим, что кавычки выше были поставлены специально. Дело в том, 
что эта популярная часто применяемая оценка полученной точности знания па-
раметров α  не учитывает многих факторов, а при большом числе усредняемых 
величин может привести к заведомо неверным выводам.  

И причина этого в том, что формально получаемая оценка является след-
ствием преобразований, выполненных в предположении о присутствии только 
чисто случайных погрешностях полученных измерений.  Поэтому она опреде-
ляет лишь величину остаточной погрешности осреднения полученного количе-
ства m случайных ошибок, которое иногда достаточно большое.   

Иными словами получаемая ковариационная матрица Kα  определяет 
лишь формальное уменьшение в m  раз исходных размеров только случайных 
погрешностей выполненных измерений.  

126. Формальное равенство Kα=N-1 легко доказывается простым преобразо-
ванием квадратичных форм способа наименьших квадратов. 

□  Выразим для этого связь переменных α , ψ  и 0α , получаемую в результа-
те осреднения в виде линейного выражения с некими матричными коэффици-
ентами А и В:  

 
0

1 1 1
0 0ˆ N TU K K A B− − − = + = + ψ αα ψ α ψ α ,      

где  
1 1 1 1,N NTA U K B K− − − −= =ψ α           (В.1) 

Тогда ковариационная матрица параметра α  записывается в виде: 

0m

T TK AK A BK B= +α ψ α . 
Подставляя соответствующие выражения для A  и B  имеем: 

( ) ( )
0

1 1 1 1

1 1 .

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1

N N N N

N N N N N N
m

T TT T

T

K U K K U K K K K

U K U K

− − − −

− −

= + =

 = + = ⋅ ⋅ = 

α ψ ψ ψ α α α

ψ α 

 

127. Таким образом, очень удобная (и – крайне опасная) эта формальная оцен-
ка получается непосредственно в процессе решения нормальной системы урав-
нений. Другими словами, – в процессе осреднения данной совокупности услов-
ных уравнений ковариационная матрица ошибок осреднения оказывается рав-
ной получаемой обратной матрице нормальной системы уравнений способа 
наименьших квадратов или метода максимума правдоподобия.  

При использовании фильтров ковариационная матрица остаточных оши-
бок получается непосредственно в процессе фильтрации и совпадает с фор-
мальной оценкой способа наименьших квадратов.  

Получаемая величина такой формальной оценки обратно пропорцио-
нальна корню квадратному из числа измерений.  
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Например, формальная оценка точности знания координат посадки на Марс 
по полному числу измерений наклонных дальностей при полёте Земля – Марс 

не превышает 1 мм.(!) 

2. РАСШИРЕННАЯ ОЦЕНКА 
128. Недостатком формальной оценки точности является использование при 
оценивании погрешностей обработки измерений той же самой гипотезы о по-
грешностях измерений, что и гипотеза, принимаемая в методе их обработки. 
129. Поэтому более правильной является «расширенная» оценка вида:  

( ){ }( )0 0 0

1 11 1 1 1 1 1 1
T

T T T TK U K U K U K K LK L K U K U K U K
− −− − − − − − −   = + + + +   α ψ α ψ ψ μ ψ α ψ α , 

или в более простом способе записи:    ( )T T TK A K LK L A BK B= + +α ψ μ α  . 

Здесь Kψ , Kα  и Kμ  – ковариационные матрицы погрешностей измерений ψ , 
априорных значений параметров 0α  и погрешностей модели («мешающих па-
раметров») μ . Эти апостериорные матрицы отвечают более широкой статисти-
ческой гипотезе, чем та, которая была использована в методе обработки.  

Учёт систематических ошибок погрешностей измерений. 
130. Наиболее очевидным расширением статистической гипотезы о 
погрешностях измерений ψ   является отказ от модели только случайных 
ошибок с предположением наличия систематических ошибок – постоянных 
сдвигов значений измерений от их верной величины. Такие ошибки не 
усредняются и поэтому формальная оценка при систематических погрешностях 
измерений неверна. 

Известен ряд методов оценки влияния систематических ошибок на точ-
ность прогнозирования параметров траектории в космосе. 
131. Первая неформальная оценка достижимой точности определения ис-
комых параметров была получена в 1959г. Т.М.Энеевым совместно с 
Н.И.Золотухиной на примере задачи о точности прогнозирования движения 
космического аппарата. 

Если модель движения известна (например, рассматривается возможное 
множество эллиптических гелиоцентрических траекторий), то постоянные 
сдвиги измеряемых величин в общем случае противоречат закону движения. В 
связи с этим влияние постоянных систематических ошибок iδ  может быть оце-
нено путём выбора моментов измерения и выбора эллиптической траектории, 
некоторым образом (например, в смысле наименьших квадратов) приближен-
ной к полученным значениям измерений.  

Для получения оценки достижимой точности знания орбиты надо в пред-
положении наихудшего влияния погрешности измерения в каждой выбранной 
точке траектории наилучшим образом расположить предполагаемые ошибоч-
ные измерения на определяемой траектории движения.  
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132. Тогда суммарная погрешность прогнозирования движения ρ∆ определя-

ется выражением 
6

1
min max

iизм i i
δ

ρρ
δ=

∂
∆ =

∂∑ , где 
i

ρ
δ

∂
∂

 определяются в предположени-

ях выбранного способа определения траектории по измерениям i iψ δ+ . 
133. Задача учёта не случайных погрешностей измерений в описанной мини-
максной постановке была решена численно на примере траектории полёта к 
планете Марс в 1960г. В процессе её решения неожиданно стало понятным, что 
наиболее опасными являются отнюдь не постоянные систематические ошибки 
измерений, а такие "плавающие" их погрешности, которые могут оказаться не 
противоречащими используемой модели движения.  

Например, в Кеплеровом приближении моделью геоцентрической траек-
тории межпланетного полёта является гипербола, и пусть так случилось, что 
ошибки траекторных измерений приводят к оценки расстояний космического 
аппарата от Земли, имеющим тоже  некий гиперболический характер . В 
этом случае вместо искомого определения правильных значений параметров 
движения α  в качестве ответа будет неявно выполнена лишь мало интерес-
ная  аппроксимация "плавающих" ошибок измерений подходящей моделью 
некоторой фиктивной траектории движения. И при этом будет получено(!) 
наилучшее значение формальной оценки точности определения вектора 
параметров α . 
134. Интересно, что когда это соображение было обнародовано, то разработчики системы 
траекторных радиоизмерений, которые до этого утверждали, что возможны лишь 
постоянные систематические сдвиги значений измерений, сразу нашли возможный источник 
любых плавающих ошибок: переменная (из-за солнечных вспышек) концентрация ионов в 
столбе прохождения радиолуча. После этого заметно возросла практическая значимость 
астрономической службы Солнца и исследований солнечного ветра. 
135. Простейший способ оценки величины погрешности прогноза в модели 
систематических ошибок применительно к задаче полёта к Луне был в 1959г. 
предложен М.Л. Лидовым во время обсуждения рассматриваемой проблемы с 
автором этих лекций. Этот способ заключается в следующем. 

Пусть число измерений m → ∞  (1 / 0m → ). Тогда искомая погрешность 
оценки определяемых параметров зависит только от неизвестных 
систематических ошибок. Поскольку любые искомые параметры движения 
(например, - координаты в картинной плоскости Луны) зависят от параметров 
орбиты, то размерность вектора определяемых параметров не может быть 
меньше шести (6 элементов орбиты или 6 параметров траектории полёта). 

 Поскольку минимальное  требуемое число наблюдений не может быть 
меньше числа определяемых параметров, то следует выбрать 6 предельно 
возможных значений систематических погрешностей измерений. Затем, 
предполагая нормальным распределение вероятностей знания истинной вели-
чины систематических ошибок, следует построить эллипс рассеивания пара-
метров орбиты и следующим линейным преобразованием определить большую 
полуось соответствующего эллипса в картинной плоскости Луны.  
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136. В описываемом случае для приближённой оценки влияния систематиче-
ской ошибки был выбран простейший вариант: шесть измерений дальности от 
центра Земли до космического аппарата были равномерно расположены на 
выбранном интервале наблюдения вдоль траектории полёта к Луне с последним 
из измерением вблизи Луны.  
Задача: Интересной курсовой НИР является задача определения наихудших 
расположений шести систематических ошибок для измерений каждого состава 
(наклонные дальности, углы, доплеровские скорости от каждого из пунктов 
наблюдения) с последующим суммированием получаемых величин их влия-
ния на прогнозируемые параметры траектории полёта космического аппарата.   

137. Аналитически процедура расчёта выглядит следующим образом. Пусть 
априорная информация о ошибках траектории описывается в удобной системе 
координат шестимерной ковариационной матрицей 

0
Kr . Для простоты будем 

считать, что прямым образом измеряется сама очередная координата. 
Тогда "усечение" этого знания более точным измерением с погрешностью 

kσ  какой-либо k-ой компоненты этой системы координат описывается 

выражением 
0

11 1
kK K G

−− − = + r r . 
Здесь матрица 1

kG−  является весовой матрицей измерения k-ой 
координаты с ошибкой kσ , состоящей из нулевых клеток везде, кроме 
единственного k-го диагонального элемента, равного 21 / kσ : 

1 2

0 0 0

0 0

0 0 0

k kG σ− −

 
 
 
 =
 
 
  

 

    

 

    

 

 

Если последовательно или одновременно измеряются несколько коорди-
нат, то полная матрица 1

kG−  содержит несколько ненулевых диагональных эле-
ментов. 

Итак, пусть в результате преобразований исходной весовой матрицы 
ошибок измерений 1K −

ψ  (она обычно – диагональная) для шести выбранных мо-
ментов на траектории полёта космического аппарата с использованием соответ-
ствующей этим моментам квадратной матрицы U-1 получена матрица 
"измерений" определяемых параметров 1

r
K −

ψ  . Поскольку её диагональные 
элементы представляют собой обратные величины безусловных погрешностей 
измерений каждой отдельной координаты, и поскольку в "официальных" 
исходных данных систематические и случайные погрешности обычно 
просуммированы, то, полагая их только систематическими для получения 
матрицы 1

kG−  можно использовать преобразование с матрицей k∆ , заполненной 
нолями везде, кроме диагональной единицы на k-ом месте: 
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1 1
rk k kG K− −= ∆ ∆ψ , 

     

0 0 0

0 1 0

0 0 0

k

 
 
 
 ∆ =
 
 
  

 

    

 

    

 

 

В результате на k-ом месте диагонали мы получим вес 21 / kσ  безусловного 
рассеивания измерения k-ой координаты при любых значениях измерений 
других координат, и при всех остальных элементах матриц, равных нулю. 

 Полная шестимерная матрицы 1G−  получается суммированием по k 
матриц 1

kG− , что даёт диагональную матрицу безусловного рассеивания 

Практически здесь описан аналитический приём  
выделения диагональной матрицы из недиагональной исходной  матрицы. 

138. Таким образом, оценка остаточной погрешности от совместного влияния 
случайных и неслучайных ошибок (типа систематических) выполняется 
достаточно простым отображением шестимерной матрицы 

0

11 1
kK K G

−− − = + r r  в 
пространство прогнозируемых параметров ρ  (например, координат в 
картинной плоскости Луны) преобразованием вида: 

TK DK D=ρ r , 

где D ∂
=

∂
ρ
r  – матрица преобразования координат точки последнего измерения в 

координаты картинной плоскости траектории полёта к Луне.. 
139. Наиболее строгая модель учёта систематических ошибок – в форме ли-
нейного фильтра – была описана в 1964г. сотрудником Bell Telephone Laborato-
ry А.Дж.Клаусом [12]. 

Положим, что m-размерный вектор ошибок траекторных наблюдений δ ψ  
содержит две составляющие: случайную статистически независимую ошибку 
(шум измерений) ε  и результат смещения этих m измерений из-за влияния на 
измерения r  неизвестных систематических отклонений δ ν  параметров ν  от их 
номинальных значений: 

Sδ δ= +ψ ε ν . 
Здесь строки "матрицы чувствительности" S  (ее размерность – r m× ) со-

держат компоненты градиентов влияния параметров ν  на измерения ψ : 

S ∂ =  ∂ 
ψ
ν

. 

Например, если r соответствует числу состава разных типов измере-
ний, то матрица S – единичная. Но если присутствуют ошибки модели изме-
рений (мешающие параметры – см. ниже), то матрица S может отличаться 
от единичной. 
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Тогда новая ковариационная матрица ошибок измерений Kψ  содержит 
сумму двух ковариационных матриц – ковариационной матрицы случайных 
ошибок ε  (обозначим ее как Kε ) и ковариационной матрицы результирующего 
влияния на измерения ψ  неизвестных (и только поэтому предполагаемых слу-
чайными) систематических ошибок ν  с их ковариационной матрицей Kν : 

TK K SK S= +ψ ε ν . 

140. У такой матрицы Kψ  есть одно, крайне неприятное свойство: ввиду нали-

чия члена TSK Sν  может оказаться практически невозможным вычислить нуж-
ную для осреднения весовую обратную матрицу 1K −

ψ . 

Действительно, если r m  и ε<<ν, то матрица TSK Sν  – почти вырожден-
ная, поскольку влияние малого числа систематических ошибок на большое 
число измерений приводит к жёсткой r-корреляционной связи среди m-многих 
значений измерений. Если систематические погрешности превалируют над 
случайными погрешностями (что рано или поздно случается в процессе осред-
нения), то матрица 1K −

ψ  становится трудно определимой. 
Например, в случае m измерений со средней квадратической ошибкой σ  и 

одинаковым для всех измерений средним квадратическим систематическим 
сдвигом γ  новая ковариационная матрица ошибок может быть выражена в 
виде 

2K E Iσ γ= +ψ . 

Здесь E  – единичная матрица, а I  – не обращаемая матрица, 
состоящая из одних единиц: все коэффициенты корреляции ошибок измерений 
в случае единственной систематической ошибки равны единице. При 0σ =  
матрица 1K −

ψ  не существует. 
141. Если 1K −

ψ  существует, то находим, как и прежде, оценку 

( )0

1 1 1
0

TN U K K− − −= +ψ αα ψ α , 

где 
0

1 1TN U K U K− − = + ψ α  – матрица коэффициентов нормальной системы. В ре-
зультате осреднения измерений Sδ δ= +ψ ε ν , мы получим формальную оценку 
осреднённых по δ ψ  параметров α  в виде: 

0

11 1TK U K U K
−− − = + α ψ α . 

142. Эта оценка при преобладании систематических ошибок ( Sδε ν ) пред-
ставляет собой попытку оценить рассеивание оценки вектора α  из-за присут-
ствия в δ ψ  неизвестных систематических ошибок с известной ковариационной 
матрицей. При этом очевидно, что сама оценка не будет смещенной, только в 
случае, если сдвиги измерений от систематических ошибок противоречат мо-
дели зависимости ψ  от α , выражаемой матрицей условных уравнений U . В 
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противном случае будет выполнен подбор параметров траектории, объясняю-
щий в среднем сдвиг измерений из-за присутствия систематических ошибок 
(этот случай подробно исследуется в работе А. Дж. Клауса). 
143. В любом случае здесь основной проблемой, как было сказано, является 
вычисление обратной матрицы 1K −

ψ . А. Дж. Клаус нашёл способ выполнить это 
обращение аналитически, используя матричное тождество: 

( ) ( )1 11 1 1 1 1, , ,T T TA CBC A A C B C A C C A A B C
− −− − − − −+ ≡ − + ∀ . 

Его удобство заключается в отсутствии необходимости обращения матрицы C . 
Использование этого тождества для матриц 

1T T TU K U U K SK S U−  = + ψ ε ν  

и        1T T TU K U K SK S−  = + ψ ε νψ ψ  
позволяет получить следующие выражения, требуемые для вычисления оценки 
вектора α  и матрицы Kα : 

11 1 1 1 1 1T T T T TU K U U K U U K S K S K S S K U
−− − − − − − = − + ψ ε ε ν ε ε , 

11 1 1 1 1 1T T T T TU K U K U K S K S K S S Kδ
−− − − − − − = − + ψ ε ε ν ε εψ ψ ψ . 

Отсюда следует фильтр Клауса: 

( )0

111 1 1 1 1 1T T T TK U K U U K S K S K S S K U K
−−− − − − − − = − + + α ε ε ν ε ε α , 

( )0

11 1 1 1 1 1
0

T T T TK U K U K S K S K S S K K
−− − − − − − = − + + α ε ε ν ε ε αα ψ ψ α . 

144. Этот фильтр работает лучше всего, когда систематические погрешности и 
случайный шум соизмеримы и матрица  

( ) 1T T T TM U U U S S S S U
− = −  

 

не вырождена. Вырождение матрицы M  означает наличие существования ра-
венства двух векторов в пространстве измерений:  

S Uδ δ=ν α , 
что означает неоднозначность интерпретации измеренного значения ψ  (это как 
раз тот, упомянутый выше, случай, когда ошибки не противоречат модели из-
мерений). 

Несоизмеримость априорных представлений о величине шума и система-
тических ошибок измерений приводит в пределе к вырождению фильтра в три-
виальный вид осреднения методом максимума правдоподобия либо с матрицей 
шума 1TU K U−

ε , либо с матрицей систематических погрешностей 1T TU S K SU−
ν  

(это легко проверить в качестве упражнения на приведённом выше примере 
2K E Iσ γ= +ψ ). 

145. Когда систематические ошибки противоречат модели (det 0M ≠ ), систе-
матические ошибки практически не влияют на результат оценки вектора опре-
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деляемых параметров α , несколько ухудшая, однако, формальную оценку Kα . 
Самый правильный способ почувствовать влияние систематических ошибок  на 
α  и Kα  это проанализировать в расчётах фильтра Клауса результаты изменения 
априорных данных 1K −

ε  и 1K −
ν . 

Модель наихудшей корреляции погрешностей измерений 
146. Э.Л. Аким предложил [11] использовать модель плавающих корреляци-
онных связей погрешностей измерений  для неформальной расширенной оцен-
ки точности определения искомых параметров.  

По этой модели все измерения имеют одинаковую дисперсию безуслов-
ного рассеивания 2σ , а каждые два измерения в моменты tα  и tβ  связаны в ко-
вариационной матрице недиагональным корреляционным элементом вида: 

2

,

cos( | | )
cos

k

t t

K e
α β

τ

α β
τ

ω τ ϕσ
ϕ

−

= −

 +  =     
ψ . 

Для вычисления расширенной оценки используются полученные в про-
цессе обработки измерений коэффициенты A  и B  (см. формулу (В.1)) и подби-
раются наиболее неблагоприятные на множестве моментов измерений общие 
для всей матрицы Kψ  значения радиуса корреляции k и параметров плавающей 
ошибки ω  и ϕ . 
147. Аналогичный подход к оценке погрешностей обработки измерений был 
использован в кандидатской диссертации В.Б.Бриткова [18], в которой выбира-
лись наихудшие знаки единичных коэффициентов корреляции путём вычисле-
ния их функций влияния на отклонения определяемых параметров. 

"Схема бортика" 
148. Метод наиболее надёжной оценки погрешности определения параметров 
модели был предложен автором этих лекций в упомянутой дискуссии с 
М.Л.Лидовым, но был тогда отвергнут нами ввиду сложности его программной 
реализации на машине "Стрела". Позднее он был независимо предложен в ИКИ 
РАН и реализован в кандидатской диссертации А.А. Суханова. В ИПМ этот ме-
тод получил наименование "Схема бортика". Этот метод опирается на следую-
щую модель влияния погрешностей измерений. 
149. Пусть каждое измерение iψ  характеризуется своей фиксированной мак-
симальной погрешностью iσ  неизвестной природы и неизвестного распределе-
ния вероятностей. Рассмотрим, что в этом случае определяет такое измерение в 
пространстве определяемых параметров α . В силу условного уравнения 

i iψ=u α  
измерению i iψ σ±  соответствует множество векторов α , удовлетворяющих ра-
венству скалярного произведения  

i i iψ σ= ±u α . 
Множество концов этих векторов (их годограф) в пространстве определя-

емых параметров принадлежит гиперслою, который ортогонален градиенту iu  
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измерения iψ  в пространстве неизвестных векторов α . То есть, измерение 
i iψ σ±  существенным образом ограничивает возможное множество значений 

искомых параметров, хотя и оставляет его бесконечным. 
150. Если получить n измерений с линейно независимыми векторами градиен-
тов iu  для n неизвестных параметров α , то соответствующее множество гипер-
слоёв концов векторов α  станет замкнутым, определив, тем самым, множество 
возможных значений определяемых параметров.  

Для определения случая наихудшего знания параметров α  следует ре-
шить задачу линейного программирования на симплексе пересечения гиперсло-
ёв относительно или наиболее критического направления вектора отклонения 
δα  или его наибольшей величины. 
151. Заметим, что толщина и ориентация каждого гиперслоя в пространстве 
определяемых параметров (а значит, и их пересечения) зависит лишь от приня-
той величины iσ  и ориентации вектора градиента измерения gradi iψ=u , но не 
зависит от значения измерения iψ .  

Иными словами, как и раньше, размеры и ориентация области неопреде-
лённости параметров α , при условии полученных значений измерений, не зави-
сит от этих значений (это – следствие линейной постановки задачи). Поэтому: 

 Погрешности определения параметров α  при заданных моментах и погрешно-
стях выполнения измерений можно оценивать, не дожидаясь самих измерений.  

Внешнее удобство этого обстоятельства обладает значительным внут-
ренним недостатком – все эти оценки делаются по априорно назначенным 
значениям погрешностей iσ . Отсюда следует необходимость обязательного 
апостериорного анализа надёжности полученного результата.  

Такой анализ выполняется по характеру расположения и рассеивания 
выполненных измерений вдоль определённой траектории полёта. 

"Мешающие параметры" 
152. В общем случае измерения ψ  (например, наклонные дальности) и их ли-
нейные отклонения δ ψ  зависят не только от определяемых параметров α  
(например, элементов орбиты) и их линейных отклонений δα , но и от некото-
рых плохо известных параметров μ  принятой модели движения (например, 
массы Земли, координат пункта наблюдения и т.п.).  

Такие параметры называют "мешающими" [14, 17, 19] (имеются в виду их 
помехи применению методов обработки измерений и/или оценки точности про-
гноза развития наблюдаемого процесса).  
153. В линейном приближении можно ввести в условное уравнение дополни-
тельную связь : 

( , )=ψ ψ α μ , 
отсюда 
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d d
d d

δ δ δ= +
ψ ψψ α μ
α μ

. 

Рассмотрим ряд следующих способов учёта влияния мешающих параметров на 
результаты обработки получаемых измерений.  
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154. Параметры μ  вне обработки 
Если мешающие параметры не учитываются в способе обработки измере-

ний, то их следует учитывать в расширенной оценке погрешностей определе-
ния α. Способ обработки в этом случае выглядит следующим образом 

11 1 1T TU K U K U K A
−− − − = + = ψ α ψα ψ ψ 

  , 
где 

K K K= +ψ ψ μ
 , 

U L= +ψ α μ . 
Здесь матрица L определяет преобразование в пространство измерений 

модели наблюдаемого процесса.  
Тогда оценка погрешности α  равна: 

( ) T T T TK A K K A AK A ALK L A= + = +α ψ μ ψ μ . 
155. Параметры μ  учитывается в обработке измерений в качестве 

определяемых параметров 
Можно попытаться определить параметры μ , введя их в качестве дополнитель-
ных определяемых параметров в процесс обработки имеющихся измерений.  

Например, такая попытка оказалась необходимой при первых полётах к 
Венере и Марсу, когда линейные размеры Солнечной системы ещё были плохо 
известны. Заметным мешающим параметром в то время была величина аст-
рономической единицы ае . Поскольку величина её незнания приводила к погреш-
ностям траектории, превышающим размеры и Марса, и Венеры, то пришлось 
попытаться определить величину ае по наблюдениям траектории движения в 
поле  сил гравитации Солнца и планет (зависящем от модели размеров Солнеч-
ной системы).  
156. Для определения мешающего параметра надо следующим образом рас-
ширить используемые векторы и матрицы принятого метода обработки измере-
ний: 

 
=  

 

α
α

μ
 , 

[ ]U U L= , 
1

1
1

0
0

K
K

K

−
−

−

 
=  

  

α
α

μ

 . 

В результате получаются новые выражения для оценки вектора α  и кова-
риационной матрицы Kα

 : 

( )0 0

11 1 1 1
0

T TU K U K U K K
−− − − − = + + ψ α ψ αα ψ α    

    и TK AK A=α ψ

  . 
Важно отметить, что пользоваться подобным приёмом нужно крайне осторож-
но, поскольку он увеличивает число степеней свободы в задаче согласования 
ошибочных измерений с искомыми величинами определимых параметров.   
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157. Параметры μ  в ошибках прогноза изменений параметров модели  
Более приятной является ситуация, когда параметры μ  прямо не влияют 

на модельную зависимость ( )ψ α , но влияют в линейном приближении на про-
гноз некоторых параметров ρ , зависящих от определяемых параметров. 

Примером подобной ситуации является плохое знание параметров 
небесного тела (характеристик вращения астероида, высот гор на Луне и на 
Венере, параметров атмосферы Марса и т.п.), влияющих на точность посадки 
на его поверхность. 

В этом случае если положить 
B C= +ρ α μ , 

то ожидаемое рассеивание прогнозируемых величин ρ  определяется ковариа-
ционной матрицей  

T TK BK B CK C= +ρ α μ . 

Г. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ОБРАБОТКИ ИЗМЕРЕНИЙ 

158. Приведём цитату Р.Калмана из его книги “Элементарная теория управле-
ния с современной точки зрения”: 

Но независимо от того, о каком методе или алгоритме идёт речь, так  
или иначе приходится выяснять основные проблемы сходимости, точности и 
влияния вычислительной машины.  

Рассмотрим две, проблемы подобного рола. 

1. МЕТОД КВАДРАТНЫХ КОРНЕЙ 
159. Опыт показывает, что при использовании метода наименьших квадратов 
или максимума правдоподобия с ростом числа обрабатываемых измерений за-
метно ухудшаются параметры обусловленности матрицы N нормальной систе-
мы уравнений. Это приводит к численным ошибкам её обращения, вызываю-
щим, прежде всего, потерю свойства симметричности полученной матрицы N-1. 
Потеря симметрии в элементах левой и правой частей решения нормальной си-
стемы подчас приводит к катастрофически неверным результатам определения 
искомых величин.  

Известен случай, когда единственный неверный последний 36 двоичный 
разряд мантиссы чисел на машине «Стрела» в ВЦ МГУ привёл к большому от-
личию тестовых результатов определения элементов орбиты - не только в 
порялках величин, но и их знаков!  

В связи с этими обстоятельствами давно понято, что для обращения мат-
риц СНК и ММП необходимо использовать описываемый ниже метод квадрат-
ных корней. Устройство этого метода заведомо обеспечивает сохранение сим-
метрии матрицы N-1.  
160. Метод квадратных корней предназначен для прямого решения линейных 
систем вида A =x f (без явного обращения матрицы А), в случае, когда матрица 
A  - симметричная.  
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В случае симметрии обращаемая матрица всегда может быть предвари-
тельно разложена на произведение двух транспонированных треугольных мат-
риц [8 с.165], каждая из которых легко обратима, а произведение с транспони-
рованием полученных матриц определяет симметрию и результата. Этот метод 
хорошо работает даже для плохо обусловленных матриц. Преимущество метода 
заключается и в том, что он сокращает количество операций вычисления, вы-
полняя неявное обращение матрицы A . 
161. Рассмотрим симметричную матрицу, разложенную на транспонированное 
произведение двух одинаковых треугольных матриц: 

TA S S= , 
где матрица S  имеет вид: 

11

0
0 0

ij

nn

s s
S

s

 
 =  
  

 . 

Упражнение 7: Докажите единственность такого разложения. 

162. Определим элементы ijs
 матрицы S  для элементов матрицы ijA a =    с 

помощью условий разложения матрицы на транспонированное произведение 
двух одинаковых матриц: 

1 1 2 2

2 2 2
1 2

... ,при ,

... , при .
ij i j i j ii ij

ii i i ii

a s s s s s s i j

a s s s i j

= + + + <

= + + + =
 

Аналогия с извлечением корня из квадрата числа и породила название метода. 

Упражнение 8: Докажите, что транспонированное произведение любой матрицы на 
себя образует симметричную матрицу. Что из этого следует для проблемы опреде-
ления свойств разложения любой матрицы на транспонированное произведение 
двух одинаковых матриц?  Единственно ли такое разложение, если оно существует? 

163. Для элементов ijs  треугольной матрицы имеем: 

1
11 11 1
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Тогда линейная система A =x f  разбивается на две следующие системы 
TS =k f    и   S =x k . 
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164. Элементы вектора k  определяются аналогично по рекуррентной форму-
ле:  

1
1

11

fk
S

= , 

1

1 , при 1

i

i li i
l

i
ii

f S k
k i

S

−

=

− ⋅
= >

∑
. 

Таким способом решение системы A =x f с симметричной матрицей A приво-
дится к решению двух  треугольных систем.  

164. Окончательное решение для вектора x (в результате «обратного хода» ме-
тода) выглядит так: 

n
n

nn

kx
S

= , 

1 , при

n

i il i
l i

i
ii

k s x
x i n

s
= +

− ⋅
= <

∑
.   

Упражнение 8: По существу в обратном ходе метода выполняется неявное обраще-
ние матрицы А, Постройте алгоритм обратного хода для явного обращения симмет-
ричной матрицы методом квадратных корней. 

2. МЕТОД  ПАРАБОЛИЧЕСКОГО  СПУСКА 
(Обобщение метода Ньютона: градиентный спуск в среде с оврагами) 

165. Как быть, если искомые значения α̂  определяемых параметров α лежат 
вне области линейности градиентов U(α) условного уравнения?  

Если в фильтрующем алгоритме ответ на этот вопрос важен лишь в нача-
ле процесса сходимости (см. ф.107 и ф.116), то в СНК или ММП обработка од-
новременно всех измерений требует построения итерационного процесса для 
поиска значений α, лежащих в линейной окрестности искомого значения α̂ . На 
каждом шаге итераций в пространстве α решается стандартная линейная задача 
СНК и вычисляется мера сходимости процесса Φ(α). В качестве Φ(α) годится 
любая функция параметра α, для которой при Φ(α)→0, градиенты U(α)→Const.  
Итак, пусть требуется найти вектор α, доставляющий минимум функции Φ(α). 
166. В случае, когда размерность вектора α не велика, для решения годится 
метод наискорейшего спуска  по направлению антиградиента функции Φ(α):  
1. В точке α вычисляется n-мерный вектор и модуль градиента функции Φ(α):   
gradΦ(α) = {∂Φ/∂αj}  и  |gradΦ(α)|  (j =n). 
2. После этого направление антиградиента и величина текущего изменения ко-
ординат вектора α определяются из: 

 ∆α = (dαj ⁄ds)⋅∆s = – [(∂Φ/∂αj) ⁄ |gradΦ(α)|]⋅∆s , 
где s – параметр пути, а ∆s – это некоторый достаточно малый шаг итераций. 
Процесс продолжается до тех пор, пока |gradΦ(α)|>ε, где ε –заданное число. 
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167. Здесь необходимы следующие комментарии: 
• Практически при n>3 метод наискорейшего спуска не обеспечивает быст-
рого и надёжного определения min(Φ(α)) (и соответствующего искомого векто-
ра α) из-за резких изменений в процессе спуска, как величины, так и направле-
ния вектора градиента gradΦ(α). Последнее обстоятельство связано с неодно-
родностью различных компонент вектора α (разница единиц измерения и/или 
их масштабов, нелинейное искривление «поверхности» Φ(α) и др.), что приво-
дит к неизотропности размеров смещения ∆α в разных направлениях.  

Геометрически этому соответствует образ (гипер)"оврага" с крутыми 
склонами и пологим искривлённым дном. 
• Существуют многие способы борьбы с овражным эффектом для обеспе-
чения сходимости процесса поиска решения. Все они работают в определённых 
предположениях относительно свойств функции Φ(α) (например, – метод, 
имитирующий инерционное накопление скорости движения тяжёлым шари-
ком в сторону осреднённого направления спуска при более или менее монотон-
ном направлении его векового движения;  другой пример - при квадратичности, 
Φ(α) для реализации простого и красивого метода обеспечения сходимости 
используется свойство градиентов, касательных к изолиниям функции Φ(α).). 
Упражнение 9: Докажите, что для квадратичной функции Φ(α) линии градиен-
тов gradΦ(α), последовательно касательные к изолиниям образуют две сторо-
ны треугольника, третья сторона которого своим продолжением ведёт в точку 
минимума. 
168.  Благодаря овражному эффекту возникают две проблемы, связанные с 
концом процесса сходимости: проблема его достижения и проблема его опре-
деления. Классический график процесса сходимости по числу шагов имеет вид, 
представленный на рис. Г.1. При таком характере кривой сходимости конца 
процесса можно и не дождаться… 

 
Рис. Г.1  График процесса сходимости по числу шагов 

 
Вопрос: Как геометрически объяснить причину резкого излома кривой сходи-
мости к минимуму функции Φ(α), показанного на рис. Г.1. 
169. Заметим, что даже в случае, если |gradΦ(α)|≤ε, то в ситуации оврага это 
ещё не означает, что достигнута точка минимума Φ(α). Правильным критерием 
конца итераций (который обычно не используется в силу его вычислительной 
сложности), является положительная определённость вариации δΦ(α) в базисе 
касательного пространства в точке решения. В противном случае может суще-
ствовать направление в пространстве α, в котором функция Φ(α) убывает. 
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170. Для решения проблемы оврага уже при самом первом опыте компьютер-
ного определения орбиты [9,15] Т.М. Энеевым был найден мощный метод, 
обеспечивающий сходимость итерационного спуска в многомерном простран-
стве. Идею этого метода лучше всего объяснить на геометрическом языке.  

Пусть, в качестве примера, требуется найти вектор α{x,y,z}, доставляю-
щий минимум некоторой функции Φ(α) в пространстве α достаточно изрезан-
ном оврагами. Тогда надо поступить так: преобразовать пространство перемен-
ных α в другое - более гладкое пространство переменных β{ξ,η,ζ} той же раз-
мерности и реализовать поиск решения в этом новом пространстве без оврагов. 
171. Заметим, что наиболее гладкой функцией Ψ(β), имеющей единственный 
минимум в любом пространстве β{ξ,η,ζ}, является простейший параболоид 
вращения Ψ(β)=ξ2+η2+ζ2.  Следовательно, надо выбрать такие параметры 
{ξ,η,ζ} и так построить связь β=β(α),  чтобы минимальные величины функций 
Φ(α) и Ψ(β) достигались одновременно на векторах α и β, связанных найден-
ным условием их связи β=β(α). 

Если такой параболоид построен, то надо реализовать движение "наиско-
рейшего" спуска по линии тока на поверхности параболоида Ψ(β), после чего 
отобразить полученную траекторию спуска в этом пространстве β на соответ-
ствующую траекторию в исходном пространстве α.  

Эта траектория не будет связана с уклонами "плохого" пространства α, и 
будет спускаться, минуя овраги, прямо в точку минимума Φ(α) так, как это по-
казано сплошной линией рядом с пунктиром. 
172. Достаточно очевидно, что искомая связь β=β(α) гладкого и искривлённо-
го пространств в общем случае может быть выписана лишь в локально диффе-
ренциальном виде. Поэтому для отображения пути в пространстве параболоида 
в путь в координатах α заведомо должно потребоваться интегрирование систе-
мы дифференциальных уравнений (- пример силы геометрического мышления).  
173. Аналитически реализация такого метода «параболического спуска» вы-
глядит так:   

Введём в рассмотрение искомую непрерывную связь пространств α и β (в 
общем случае – с их одинаковой размерностью n):   

βi = βi(α1, α2, α3, …αn)  
и построим в пространстве β n-мерный параболоид вращения, «уничтожаю-
щей» проблему оврагов: 
 Ψ(β) = (β1)2 +(β2) 2+(β3) 2+…+(βn) 2. 
Пусть удалось найти такое соответствие между переменными α и β, что из 
условия minΦ(α) следует minΨ(β(α))=0. 
174. Заметим. что   gradΨ = 2β  и  |gradΨ| =2√     Ψ    . 
 Достаточно очевидно, что компоненты единичного вектора антиградиен-
та функции Ψ(β) (направления пути S наискорейшего спуска по поверхности 
параболоида в пространстве β - прямо к minΨ(β)) определены  соотношением: 

dβi ⁄dS = – βi ⁄√     Ψ             (Г.1) 
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Рис.Г.2 Слева “плохое”  пространство оврага, справа ”хорошее” – параболоида 

Для того, чтобы найти вектор r{x,y,z}, доставляющий минимум некоторой 
функции Φ(r) , когда пространство r сильно изрезано оврагами, надо: 

• построить  новое пространство векторов ρ{ξ,η,ζ} и его связь ρ=ρ(r) с 
пространством векторов r; 

• согласовать эти векторы так, чтобы минимальные величины суммы 
квадратов Ψ=ρ•ρ и заданной функции Φ(r) достигались одновременно на 
векторах, связанных условием ρ=ρ(r);  

• двигаться в "хорошем" пространстве ρ из начальной точки ρ0=ρ(r0) в 
направлении антиградиента поверхности параболоида Ψ=ρ•ρ; 

• отображать получаемую траекторию спуска в пространстве ρ на 
соответствующую траекторию в "плохом" пространстве r.  

Эта траектория будет идти, как это показано на рисунке, минуя овраги, 
прямо в точку минимума Φ(r).  

Искомое отображение траекторий спуска получается интегрирова-
нием дифференциальных уравнений, являющихся решением линейной алгебра-
ической системы, матрица которой, как выяснилось, совпадает с матрицей 
метода Ньютона для поиска минимума функции Φ(r).  

При поиске минимума методом Ньютона делается очень большой шаг 
интегрирования в направлении, касательном к требуемой линии правильного 
спуска, в то время как в методе параболического спуска (оказавшимся, 
таким образом, обобщением метода Ньютона) точное интегрирование 
вдоль этого направления все время ведёт решение вдоль наискорейшей 
кривой спуска. На практике, однако, точное интегрирование, как правило, не 
используется, а просто применяется дробление пополам шага Ньютона, до 
тех пор, пока функция Φ(r) не уменьшится заметно, после чего снова 
пробуют рассчитать новый шаг Ньютона из полученной новой точки r  .  
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При этом, точное решение этого дифференциального уравнения однозначно 
определяет конец процесса интегрирования (достижения искомого минимума) 
длиной пути на поверхности параболоида Ψ(β), равной Sk=√     Ψ   o . 
Упражнение 9: Докажите это утверждение. 
175. Таким образом, спуск в "хорошем" пространстве β действительно являет-
ся "наискорейшим". Но наша задача – спускаться в "плохом" пространстве α. 
Для этого необходимо интегрировать дифференциальное отображение "хоро-
шего" пространства в "плохое".  
175. Это отображение получается следующим образом. Продифференцируем 
зависимость βi = βi(α1, α2, α3, …αn), получив квадратную матрицу N (i=j=n) 
 N=||aij||=||∂βi/∂αj||. 
Тогда, применив соотношение (Г.1) построим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно производных компонент вектора α в "плохом" 
пространстве по пути S на поверхности параболоида в «хорошем» простран-
стве:   ||aij||⋅||dαj ⁄dS)|| = – ||βi/√     Ψ    ||.         
Из её решения получается явная система n дифференциальных уравнений 

 ||dαj ⁄dS|| = –||aij||-1⋅||βi/√     Ψ    ||.         (Г.2) 
176.  Полученные дифференциальные уравнения можно достаточно точно лю-
бым методом высокого порядка численно проинтегрировать по параметру пути 
S в пределах от 0 до Sk=√     Ψ   o . В результате этого интегрирования будет получе-
на траектория пути в "плохом" пространстве α для реализации "прямого" дви-
жения в точку minΦ(α). Это движение никак не связано с градиентами функ-
ции Φ(α), оно отображает в пространстве α линию тока на поверхности парабо-
лоида Ψ(β) в пространстве β. 
177. Однако, более проще и более правильно использовать для интегрирова-
ния простейший метод Эйлера первого порядка. Это в конечно-разностном 
приближении даёт пошаговую линейную аппроксимацию образа линии тока:   

∆αj = –||aij||-1⋅||βi/√     Ψ    ||⋅∆S =– –||aij||-1⋅βi⋅∆σ .     (Г.3) 
Шаг такого интегрирования ∆σ = ∆S ⁄√     Ψ     выбирается из условий наилучшей 
сходимости процесса. При достаточно грубом шаге интегрировании траектория 
движения на параболоиде не обязательно совпадает с линией тока, и в связи с 
этим - длина пути интегрирования заранее не определена. 
178. Теперь очень важный момент: при выборе максимальной величины шага 
∆σ=1 выражение (Г.3) для вычисления величины ∆α, совпадает с выражением 
метода Ньютона для решения многомерной системы трансцендентных уравне-
ний, получаемой приравниванием нулю зависимости βi (αj ).= 0. 
Это следует из того факта, что в методе Ньютона используется та же матрица  

||∂βi/∂αj|| = ||aij||.  
179. Отсюда следует любопытное свойство метода Ньютона:  

Решение методом Ньютона любой системы трансцендентных уравнений 
Y(X)=0 можно интерпретировать, как задачу поиска нуля суммы квадратов 
аргумента Х линейного приближения уравнений решаемой системы Y=AX. 
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180. Таким образом, параболический спуск приводит к итерационному реше-
нию нелинейной алгебраической системы, причём, матрица линейной системы 
на каждой итерации совпадает с матрицей метода Ньютона для поиска в теку-
щей точке минимума функции Φ(α). 

Отличие этих двух методов заключается в том, что при поиске минимума 
методом Ньютона делается сразу очень большой шаг интегрирования в направ-
лении, касательном к требуемой линии правильного спуска в текущей точке 
движения, в то время как в методе параболического спуска (оказавшимся, та-
ким образом, обобщением метода Ньютона) точное интегрирование все время 
обеспечивает движение вдоль этой правильной кривой спуска (что, как прави-
ло, и не требуется).  
181. При «Ньютоновом» единичном шаге интегрирования системы параболи-
ческого спуска (∆σ=1), движение в пространстве α происходит достаточно да-
леко по прямой, касательной в её начальной точке к кривой, отображающей ли-
нию тока параболоида Ψ (см. рис. Г.2). Соответствующее движение на парабо-
лоиде описывается некоторой кривой линией, всё более отклоняющейся от ли-
нии тока, которая, в конце концов, может подняться и выше исходной точки. 
182. На практике точное интегрирование, как правило, не используется. Вме-
сто этого применяется иной метод, часто называемый модифицированным ме-
тодом Ньютона – уменьшение размера ∆α до тех пор, пока минимизируемая 
функция |Ψ| не уменьшится заметно. Тогда в полученной новой точке α вычис-
ляется и обращается матрица ||aij|| (см. Г.3) и делается «шаг Ньютона» ∆σ=1. 

Действительно, если в процессе решения линейное приближение спуска 
оказывается плохим, и мера сходимости |Ψ| на очередном шаге процесса не 
уменьшилась заметно (или даже увеличилась), то не следует начинать новый 
спуск из полученной точки: это потребует очередного вычисления и обращения 
матрицы производных ||aij||. Вместо этого следует уменьшить длину шага спус-
ка из старой точки (где все эти действия уже выполнены), т.е. попросту умень-
шить полученное приращение ∆α (например, уполовинить его) и действовать 
так до тех пор, пока |Ψ(α)| не станет заметно меньше предыдущего значения. 
182. Метод "Параболического спуска" впервые был описан Канторовичем 
применительно к экономическим моделям [4]. Позже при первом решении за-
дачи траекторных определений с помощью ЭВМ он был независимо вторично 
открыт Т.М.Энеевым и еще позже в США –  С. Брайсоном. 
183. Остаётся вопрос: Как использовать метод параболического спуска для 
решения нормальной системы в нелинейной задаче обработки измерений? 
Ответ: В качестве квадратичного критерия спуска Ψ(β) надо выбрать сумму 
квадратов n-мерного столбца невязок (рассогласований левых и правых частей) 
нормальной системы (Б.4) или (Б.7):  
 1 1ˆT TU K U U Kψ ψ

− −= −β α ψ   или  
0 0

1 1 1 1
0ˆ ( )T TU K U K U K K− − − − + − + ψ α ψ αα ψ α   

и: Ψ(β)= βT⋅β .  
Очевидно, что при β→0, Ψ(β)→0, градиенты условных уравнений U(α)→Const, 
т.е. условия применения параболического спуска – выполняются.  
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Д. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДОВ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

1. ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОРИЕНТАЦИИ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА  
184. Для того чтобы в такой  постановке использовать фильтр Калмана, необ-
ходимо иметь математическую модель вращения космического аппарата (КА). 
Предполагается, что задача определения ориентации КА будет решаться на 
бортовом компьютере, обладающим весьма ограниченными вычислительными 
ресурсами. Поэтому имеет смысл построить достаточно грубую модель движе-
ния КА относительно его центра масс, учитывающую только основные дей-
ствующие моменты [2]. В качестве последних ниже рассматриваются гравита-
ционный момент и момент системы управления ориентацией КА. 

Часто на космических аппаратах в качестве исполнительных органов си-
стем ориентации устанавливаются маховичные системы. Фильтр Калмана в та-
ких случаях используется для определении параметров текущей ориентации 
при выполнении управляющих ориентационных манёвров маховиками в зада-
чах, к примеру, дистанционного зондирования Земли. (ИСК). Рассмотрим та-
кую задачу для иллюстрации обстоятельств практики применения фильтра 
Калмана. В качестве датчиков информации, используемых для определения 
ориентации КА рассмотрим магнитометр и солнечный датчик. В качестве век-
тора оцениваемых параметров выберем кватернион поворота связанной с аппа-
ратом системы координат (ССК) относительно орбитальной системы координат 
(ОСК) и вектор угловой скорости ССК относительно инерциальной системы 
координат.  
185. В векторном виде динамическое уравнение движения КА можно записать 
в следующем виде: 

( )ctrl gg= + − ×Jω N N ω Jω h +       (Д.1) 
где ω  – это вектор угловой скорости собственной  связанной с КА системы ко-
ординат относительно инерциальной системы координат, J  – тензор моментов 
инерции относительно главных осей (они совпадают с осями связанной с КА 
системы координат), ctrlN  – управляющий момент, ggN  – гравитационный мо-
мент, h  – кинетический момент маховиков. 

Управляющий момент обусловлен изменением кинетического момента 
маховиков h : 

.ctrl = − N h            
( )k kα ω= + − × +h q ω ω Jω h         

где q  – векторная часть кватерниона перехода из орбитальной СК в связанную 
с КА СК [ ]4q=Q q , 4q  – скалярная часть кватерниона, ak , kω  – параметры 
ПД-регулятора управления маховиками. 

Гравитационный момент определяется выражением 

( )3

3
gg R

µ
= ×η JηN  
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где зGMµ =  – гравитационная константа для Земли, R  – расстояние от КА до 
центра Земли, η  – единичный вектор направления от центра Земли, записанный 
в связанной СК.  

Таким образом, динамическое уравнение выглядит следующим образом: 

( )3

3
ak k

Rω
µ

= − − + ×Jω q ω η Jη .       (Д.2) 

Кинематические уравнения имеют вид 
1
2

=Q ΩQ ,                             (Д.3) 

где  
0

0
0

0

z y x

z x y

y x z

x y z

ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω
ω ω ω

 −
 − =  −
 
− − −  

Ω .  

186. Для фильтра, основанного на измерениях солнечного датчика и магнито-
метра, в качестве вектора оцениваемых величин возьмём векторную часть ква-
терниона и угловую скорость связанной СК относительно инерциальной СК 

[ ]T=α q ω . Теперь линеаризуем динамическое и кинематическое уравнения 
движения в окрестности текущего состояния КА. Запишем уравнения (Д.2) и 
(Д.3) в виде 

( ) ( ) ( )d t t t
dt

δ δ=α F α , 

где ( )tδα  – малое приращение вектора состояния, а ( )tF  – линеаризованная 
матрица уравнения движения в окрестности состояния ( )tα .  
Тогда получим  

1 1
3

1( )
2( )

6 ( )g a

t
t

t k k
R ω
µ− −

 − 
 =

  − −    

W E
F

J F E J
, 

где E  – единичная матрица, 

0
0

0

z y

z x

y x

ω ω
ω ω
ω ω

 −
 = − 
 − − 

W , 

xω , yω , zω  – компоненты вектора угловой скорости,  

( ), ,diag A B C=J  – тензор инерции микроспутника, 
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2
2 3 1 2 3 1

2 2
1 2 3 1 3 2

2 2
1 3 2 3 1 2

g

B C B C B C

C A C A C A

A B A B A B

η η η η η η

η η η η η η

η η η η η η

 − − − − −
 
 = − − − − −
 
 − − − − − − 

F  

 – матрица гравитационного момента, 1 2 3, ,η η η  – компоненты вектора η. 
187. Априорная оценка ˆ k

−α  на шаге k работы фильтра представляет собой ре-
зультат совместного интегрирования уравнений движения (Д.2) и кинематиче-
ских уравнений [21]. Априорная оценка ковариационной матрицы ошибок на 
шаге k рассчитывается как 

1 1 1
T

k k k k
− +

− − −= +K Φ K Φ Q , 
где Q  – ковариационная матрица ошибок модели движения, 1k

+
−K  – апостери-

орная оценка матрицы ошибки на предыдущем шаге. 
188. Апостериорная оценка строится как корректировка априорной оценки по-
сле получения измерений. Условное уравнение вектора измерений имеет вид: 

ˆ( , )k k kk−= +ψ h α υ . 
Здесь kψ – полученный на k-м шаге вектор измерений, ˆ( , )k k−h α – модель изме-
рений, kυ  – вектор шумов измерений с ковариационной матрицей R . Вектор 
измерений состоит из вектора магнитного поля и вектора направления на 
Солнце в связанной с КА СК 

[ ]T
k k k=ψ b s . 

Вектор h  можно записать в виде 
ˆ ˆ( ) ( )

T

k o k o
− −  h A q b A q s= , 

где A – матрица перехода из связанной СК в орбитальную СК, записанная через 
оценку кватерниона ˆ k

−q , ob и os – векторы магнитного поля и направления на 
Солнце, записанные в ОСК.  
189. Линеаризованная модель измерений записывается следующим образом: 

( ) ( ) ( )t t tδ δ=ψ U α . 
Здесь ( )tδ ψ  – малое приращение измерений при малом изменении вектора со-
стояния ( )tδα  в момент времени t . Матрица чувствительности U  в нашем слу-
чае имеет вид 

1 2 3 3 3

1 2 3 3 3

0
0

o o o

o o o

×

×

 
=  

 

U b U b U b
U

U s U s U s
, 

где iU  определяется из уравнения 

,

( ) , 1,3.k
i

k i

q i
q

 ∂
= = ∂ 

AU  

190. Матрица релаксации (коэффициентов обратной связи) записывается сле-
дующим образом:    

1T T
k k k k k k

−− − = + H K U U K U R . 
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191. Апостериорная оценка фильтра Калмана выглядит так: 
ˆ ˆ ˆ( , )k k k k k k+ − − = + − α α H ψ h α . 

192. Апостериорная оценка для матрицы ошибки имеет вид 
( )k k k k

+ −= −K E H U K . 

2.ОЦЕНКА СМЕЩЕНИЯ НОЛЯ МАГНИТОМЕТРА ПО ПОЛЕТНЫМ ДАННЫМ  
193. Рассмотрим пример использования способа наименьших квадратов для 
оценки смещения магнитометра по полётным данным, если дополнительно 
имеются измерения солнечного датчика. 

Модель измерений магнитометра может быть записана в виде: 
i i= +M B μ .          (Д.4) 

Здесь iM  – вектор измерений магнитометра; iB  – вектор напряжённости маг-
нитного поля Земли в связанной системе координат; μ  – искажающий измере-
ния вектор смещения нуля магнитометра.  

Для оценки смещения нуля магнитометра на достаточно продолжитель-
ном промежутке времени свободного неуправляемого полёта необходимы сле-
дующие телеметрические данные: 

• измерения магнитометра, 
• измерения солнечных датчиков, 
• параметры орбиты участка траектории, на которой были получены 

телеметрические данные. 
Каждый кадр телеметрии привязан к бортовому времени выполнения из-

мерения и такие кадры следуют с некоторой периодичностью. 
194 Определить смещение нуля магнитометра можно следующим образом. 

Используя модель магнитного поля Земли и зная местонахождение КА в 
моменты времени, для которых доступна телеметрия, можно вычислить вели-
чину вектора напряжённости магнитного поля Земли в орбитальной СК. Далее, 
зная начальное приближение вектора состояния КА (кватернион поворота ССК 
относительно ОСК и вектор угловой скорости), интегрируя уравнения движе-
ния (Д.1) и используя модель измерений (Д.4), вычисляется ожидаемый вектор 
измерений для каждого кадра телеметрии. Затем с помощью метода наимень-
ших квадратов на полученной совокупности данных определяется смещение 
нуля магнитометра в виде математического ожидания рассогласования между 
векторами измерений магнитометра и векторами ожидаемых измерений. 
195. Для интегрирования уравнений движения (Д.1) необходимо иметь 
начальные условия положения КА и действующих моментов. Первое прибли-
жение нужных начальных условий можно получить, используя следующий  ал-
горитм определения ориентации по одному измерению. 

Составим систему уравнений, позволяющую по имеющимся расчётным 
данным однозначно определить элементы матрицы направляющих косину-
сов A . S , H – единичный вектор направления на Солнце и единичный вектор 
напряженности геомагнитного поля в ОСК соответственно, s , h – те же векторы 
в ССК. В ОСК конструируется следующая ортогональная матрица:  
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( )
( )

 
  
 

H × H × SH × SG = H
H × S H × H × S

. 

Аналогично по измеренным данным одного кадра вычисляется ортого-
нальная матрица g  в ССК: 

( )
( )

 × ××
  × × × 

h h sh sg = h
h s h h s

. 

Связь между измеренными и вычисленными значениями векторов даётся 
выражением 

Ag = G . 
Матрица A  определяется как  

TA = gG           (Д.5) 
в силу ортогональностиG .  
196. С другой стороны матрица направляющих косинусов связанной и орби-
тальной систем координат А выражается через кватернионы согласно следую-
щей формуле: 

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 1 4

2 2 2 2
1 3 2 4 2 3 1 4 1 2 3 4

2( ) 2( )
2( ) 2( )
2( ) 2( )

q q q q q q q q q q q q
A q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

 − − + + −
 = − − + − + + 
 + − − − + + 

. 

Из матрицы можно вычислить 4 неизвестных компоненты iq , если доба-
вить к трем независимым уравнениям условие нормировки кватерниона 

2 2 2 2
1 2 3 4 1q q q q+ + + = . 

197. Таким образом, для нахождения первого приближения начальных усло-
вий можно использовать первые измерения магнитометра и солнечных датчи-
ков и получить кватернион 0 0( )t t= =q q  на момент, которому соответствует 
первый кадр телеметрии.  

Для получения вектора угловой скорости в начальный момент 0
soω  можно 

воспользоваться измерениями датчиков угловой скорости mω  
0 0( ) ( )mt t t t= = =ω ω . 

198. Для интегрирования уравнений (Д.1), (Д.3) необходима информация для 
каждого шага интегрирования k  следующих данных: 

• текущего кинетического момента маховиков ( )kt t=h ,  
• текущего управляющего момента со стороны маховиков ( )kt t=h ,  
• текущего расстояния КА до центра Земли ( )kR t t= .  
Суммарный возмущающий момент D  на этом этапе можно принять рав-

ным нулю. В случае свободного движения h , h  можно принять равными нулю.  
199. В результате интегрирования уравнений движения для каждого момента, 
к которому привязан кадр телеметрии, будет найден кватернион поворота 

k

so
tq . 
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Зная ориентацию КА в пространстве в эти моменты времени, используя модель 
магнитного поля Земли, определяется вектор магнитного поля в ОСК 

k

o
tB . Тогда 

величина этого вектора в ССК вычисляется по формуле 

k k k

s o
t t tA=B B . 

200. Чтобы получить прогнозируемый вектор измерений необходимо восполь-
зоваться моделью измерений магнитометра (Д.4) 

k k

s
t t= +M B μ . 

201. Далее, когда последовательность ожидаемых векторов измерения 
kt

M  
сформирована, можно составить функционал 

( )2

1
k kt t

K

k
Ф

=

−= ∑ M M ,        (Д.6) 

где 
kt

M  – вектор измерения, взятый из кадра телеметрии, привязанного ко вре-
мени kt t= , K  – количество кадров телеметрии. Функционал Ф  необходимо 
минимизировать по компонентам вектора смещения нуля 

[ ]1 2 3, ,µ µ µ=f . 
Для минимизации функционала (Д.6) необходимо решить систему из 3-х 

нелинейных уравнений 

0, i 1...3
i

Ф
f

=
∂

=
∂

,         (Д.7) 

где if  – i -я компонента вектора параметров. Это систему можно решить, 
например, итерационным методом Ньютона по формуле 

1
1 ( ) ( )i i i iF −

+ = −f f f φ f ,        (Д.8) 

где 
i

Ф
f

 ∂
=  ∂ 

φ , i

j

F
f
ϕ ∂

=  
∂  

 – якобиан системы (Д.7). Начальное значение 0f  

можно принять нулевым. Приближения заканчиваются когда 1+ − <f f εi i , где ε  
– некоторая заданная величина, которая выбирается эмпирически. 
202. Заметим, что так как начальное приближение для динамических уравне-
ний вычисляется с помощью измерений, которые зависят в том числе и от сме-
щения нуля магнитометра, то имеет смысл в итерационном подсчёте производ-
ных функционала Ф  варьировать и начальную ориентацию согласно формуле 
(Д.5), которая строится по векторам s , h  , записанным в ССК. 
203. После каждой итерации нахождения вектора параметров желательно 
строить зависимость 

k kt t−M M  от времени, чтобы визуально наблюдать сходи-
мость метода Ньютона. При правильно найденном векторе параметров f  мате-
матическое ожидание 

k kt t−M M  должно приближаться к нулю. Для оценки точ-
ности полученной оценки измерений требуется апостериорный анализ лежащих 
на результирующем решении измеренных отклонений.  
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( ) ( )1 11 1 1 1 1T T TA CBС A A C B С A C С A
− −− − − − −+ ≡ − +

( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 1 1 1 1A ABA A A A B AA A AA A B A
− −− − − − − − − −+ ≡ − + = − +

ПРИЛОЖЕНИЯ 
1. Доказательство тождества 

( ) ( )1 11 1 1 1 1T T TA CBС A A C B С A C С A
− −− − − − −+ ≡ − +  

Умножим прямое левое на обратное правое части тождества: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

11 1 1 1 1

11 1 1

11 1 1 1 1

11 1 1 1

11 1 1 1

11 1 1

( )( )

[ ][ ]

[ ][ ( ) ]

( )[ ( )

T T T

T T

T T T T

T T T

T T

T T

T

A CBС A A C B С A C С A

E C B С A C С A

CBС A CBС A C B С A C С A

E CBС A E C B С A C С A

E CBС A E A С B C E

CBС A E E СBC A E

CBС A

−− − − − −

−− − −

−− − − − −

−− − − −

−− − − −

−− − −

−

+ − + =

= − + +

− + =

= + − + =

= + − + =

= + − + =

=



1 1 1 1

1 1

( ( ) )T T

T T

E CBС A CBС A
CBС A E CBС A E

− − −

− −

+ − =

= + − = 

 

2. Матрица Н может быть приведена к виду: 

( ) ( )1 1 1 1

1 11 1 1 1 1 1=  =  ( ) [ ]
j j j j j j j j

T T T T T
j j j j j j j j jH K U U K U K U K U K U K U K U K

− − − −

− −
− − − − − −+ + = +α α ψ ψ α ψ α ψ

 2.1 Для нас нужнее правое выражение.  
Докажем его, используя то обстоятельство, что из тождества 

 
 

при симметричных матрицах С=A следует 
 
 
Заменяя скобку обратной матрицы в формуле для H её тождественным 

выражением получаем :    

1 1

1 1

1 1 1

1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( )

( [ ] )

[ ]

( ( ) ) [
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1.2   Среднее равенство доказывается более просто: 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

1 1

1

1

11 1 1

11 1

11 1

=  

= (( ) )  

= (  )( )

=  ( )

α α ψ

α α ψ

α ψ α

ψ α

j j j

j j j

j j j

j j

T T
j j j j

T T
j j j

T T
j j j

T
j j

H K U U K U K

U K U K U K

U K U K U K

U K U K

− −

− −

− −

−

−

−
− − −

−
− −

−
− −

+ =

+ =

+ =
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3. Доказательство сводимости фильтра Калмана 

к способу наименьших квадратов: 
Для того, чтобы убедится в идентичности этих методов осреднения нуж-

но доказать, что  

1 1

1
1 1 1 1

1( )
j j j j

T T
j j j j j jU K U K U K K

− −

−
− − − −

−
 = + + ψ α ψ αα ψ α ( )1 1j j j jH U− −= + −α ψ α , 

и что               
1j jj jK E H U K

−
 = − α α = 

1

1
1 1
j j

T
j jU K U K

−

−
− − + ψ α . 

3.1 Приведём выражение фильтра в правой части верхнего равенства к 
выражению способа наименьших квадратов в его левой части: 
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3.2 Наконец докажем, что  

1j jj jK E H U K
−

 = − α α =
1

1
1 1
j j

T
j jU K U K

−

−
− − + ψ α . 

1

1 1

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

{ [ ] }

[ ] { }

[ ]

α

ψ α ψ α

ψ α ψ α ψ α

ψ α

j

j j j j

j j j j j j

j j

j j

T T
j j j j

T T T
j j j j j j

T
j j

E H U K

E U K U K U K U K

U K U K U K U K U K U K

U K U K

−

− −

− − −

−

− − − −

− − − − − −

− − −

 − = 
= − + =

= + + − =

= +





 



82 
 

168. Определение параметров эллипса рассеивания 
На примере двумерной случайной величины { },x y  эллипс рассеивания мо-

жет быть задан следующими способами: 
• матрицей коэффициентов уравнения эллипса 

1 A C
K

C B
− − 

=  − 
, 

тогда уравнение эллипса записывается как: 
2 2 2 1Ax By Cxy+ − =                                         

      или 

( )1 1T A C x
K x y

C B y
− −  

= =  −  
r r ; 

• ковариационной матрицей K  параметров рассеивания случайной величины 
{ },x y  с элементами матрицы 2

xσ , 2
yσ , xy x yrσ σ σ= .  

Величины недиагональных элементов xyσ , стоящие на пересечении строк и 
столбцов x и y, однозначно определяют коэффициенты корреляции r  
(| | 1r ≤ ) по величине корней квадратных из диагональных элементов. Мат-
рица K  имеет вид: 

2

2
x x y

x y y

r
K

r
σ σ σ

σ σ σ
 

=   
 

; 

• полуосями a, b и углом наклона α  эллипса к оси x (см. рис. Г.1). 

 
Рис.Г.1. Задание эллипса величинами полуосей и углом наклона диаметра 

Определим связи между этими величинами. 
• Определитель матрицы K  равен: ( )2 2 21K x y rσ σ∆ = − . 

Тогда матрица 1K −  равна 

22
1

2 2

2

1

1 1
11

x x yy x y

x y x

x y y

r
r

K
r rr

σ σ σσ σ σ
σ σ σ

σ σ σ

−

 −  −  = =    −∆ −  − 
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Таким образом, получаем: 

2 2

1
(1 )x

A
rσ

=
−

, 2 2

1
(1 )y

B
rσ

=
−

, 2(1 )x y

rC
rσ σ

=
−

, 

и обратно: 

2

1
1

x
A r

σ =
−

, 
2

1
1

y
B r

σ =
−

, Cr
A B

= . 

• Для определения α  приведём матрицу 1K −  к диагональному виду -
поворотом на угол α . Матрица поворота R  равна: 

cos sin
sin cos

R
α α
α α

+ 
=  − 

. 

       После поворота эллипса на α  угол имеем диагональный вид матрицы 1K − : 
2

2

cos sin cos sin 0
sin cos sin cos 0

A C a
C B b

α α α α
α α α α

−

−

+ − −     
=     − − +     

. 

Это уравнение эллипса можно можно записать в следующем виде: 
2

-1 2 2
2

0
1,

0
T T T a
RK R a b

b

−
− −

−

 
= = < 

 
ρ ρ ρ ρ , 

где R=ρ r . 
Из равенства элементов матриц имеем следующие соотношения: 

( )

2 2 2

2 2 2

2 2

cos sin 2 sin cos ,
sin cos 2 sin cos ,

cos sin cos sin cos sin 0,

A B C a
A B C b

A B C

α α α α

α α α α

α α α α α α

−

−

 + − =
 + + =
− + − − =

 

или после преобразования 

( )

2 2

2 2

,
cos2 cos2 2 sin 2 ,

sin 2 2 cos2 0.

A B a b
A B C a b
A B C

α α α
α α

− −

− −

 + = +


− − = −
 − + =

    (0.1) 

Отсюда получаем: 
22 Ctg

A B
α = −

−
.         (0.2) 

(при A B=  и 0C =  получаем 0α = ). 
Далее из следующих соотношений 

( )
( )

2 2cos2 2 sin 2 ,

sin 2 2 cos2 0,

A B C a b

A B C

α α

α α

− − − − = −


− + =
     (0.3) 

получаем 

( ) ( )2 22 2 24a b A B C− −− = − + .       (0.4) 
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Преобразуем систему (0.3) к следующему соотношению:  

( ) 2 22cos2 2 cos2CA B C a b
A B

α α − − − − − = − − 
. 

Отсюда получаем: 

( )
( )

( ) ( )
( )

2 22 2 2 2

2 2 22 2

4
cos2

4 4 4

A B Ca b a bA B A B
C A B C A B CA B

A B

α
− − − − − − +− −

= = − = −
− + − +− +

−

. 

Знак минуса здесь возникает вследствие учёта знака в (0.2). Окончательно 
для угла α  получаем выражения: 

2 2
cos2

( ) 4
A B

A B C
α −

= −
− +

,
2 2

2sin 2
( ) 4

C
A B C

α =
− +

  

• Для определения величин полуосей a  и b , используя первое выра-
жение из (0.1) и формулу (0.4), получим значения их обратных квадратов: 

2 2
2 ( ) 4

2
A B A B Ca− + − − +

= , 

2 2
2 ( ) 4

2
A B A B Cb− + + − +

= , 

причем здесь 2 2a b− −< . 
 

• Связь коэффициентов уравнения эллипса с его параметрами опре-
деляется из уравнений (0.1) и (0.3): 

2 2 2 2

cos2 ,
2 2

a b a bA α
− − − −+ −

= +  
2 2 2 2

cos2 ,
2 2

a b a bB α
− − − −+ −

= −  

( )2 22 sin 2C a b α− −= − − . 

Упражнение :  Постройте алгоритмы определения размеров полуосей и углов 
их ориентации для трёхмерного эллипсоида..  
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